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物理 学 是 研究 物质 、 能 量 以 及 它们 之 间 相 互 作 用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 
生命 、 材 料 、 信 息 、 能 源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ， 同 时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交 
又 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激 烈 的 今天 ， 物 理学 不 
仅 轩 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ， 而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 
进程 中 发 挥 着 越 来 越 关 键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 , 随 着 中 国政 治 、 经 济 、 教 育 、 文化 
等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ， 我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ， 做 出 了 很 
多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 
时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快 速 发 展 的 背景 下 ， 近 年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 齐 
放 的 良好 态势 ， 在 知识 传承 、 学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 蔡 代 的 作 
用 。 从 另 一 方面 看 ， 尽 管 国内 各 出 版 社 相继 推出 了 一 些 质量 很 高 的 物理 教材 和 
图 书 ， 但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ， 深 入 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科学 技 
术 之 间 的 渊源 ， 并 针对 不 同 层 次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 ， 仍 是 我 
国 科 学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 、 加 快 相 关 学 科 的 建设 与 发 展 ， 特 别 是 展现 近 
年 来 中 国 物 理学 者 的 研究 水 平和 成 果 ， 北 京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 支 
持 下 推出 了 “中 外 物理 学 精品 书 系 ”， 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 
该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 
学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活路 的 专家 ,确保 了 整套 从 书 的 权威 性 和 前 
脆性 。 

这 套 书 系 内 容 丰富 ， 涵 盖 面 广 ， 可 读 性 强 ， 其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 
展 的 梳理 和 总 结 ， 也 有 对 正在 蓬勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展示 ; 既 引 进 和 介 
绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动 态 ， 也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物理 的 优秀 
专著 。 可 以 说 ,“ 中 外 物理 学 精品 书 系 ”力图 完整 呈现 近 现 代 世 界 和 中 国 物理 
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科学 发 展 的 全 貌 ， 是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价 值 和 阅读 乐趣 的 经 典 
物理 丛书 。 

“中 外 物理 学 精品 书 系 ” 另 一 个 突出 特点 是 , 在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “ 请 
进来 ”的 同时 ,也 将 我 国 近 现 代 物 理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 世界 范 
围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动 态 ， 可 以 满 
足 当 前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 另 一 方面 ， 改 革 开 放 几 十 年 来 ， 
我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 , 一 大 批 具 有 较 高 学 术 价值 的 著作 相继 问 址 。 
这 套 丛 书 首次 将 一 些 中 国 物 理学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 国际 相 
关 研 究 的 主流 领域 ， 使 世界 对 中 国 物 理学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 了 解 ， 不 
仅 充 分 展示 出 中 国 物理 学 研究 和 积累 的 “ 硬 实力 "， 也 向 世界 主动 传播 我 国 科技 
文化 领域 不 断 创新 的 “ 软 实力 ”， 对 全 面 提升 中 国 科 学 、 教 育 和 文化 领域 的 国际 
形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 ,“ 中 外 物理 学 精品 书 系 ”还 对 中 国 近 现代 物理 学 科 的 经 典 著 
作 进行 了 全 面 收录 。20 世纪 以 来 ， 中 国 物理 界 诞 生 了 很 多 经 典 作 品 ， 但 当时 
大 都 分 散 出 版 ， 如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ， 读 者 
们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 ， 未 见 其 真 "。 该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 
很 大 工夫 ， 对 中 国 物 理学 科 不 同时 期 、 不 同 分 支 的 经 典 著作 进行 了 系统 的 整理 
和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意 义 和 社 会 价值 ， 不 仅 可 以 很 好 地 保护 
和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文献 ， 充 分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ， 更 能 使 广 
大 物理 学 人 和 青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ， 真 正 
领悟 到 老 一 辈 科 学 家 严谨 求实 、 追 求 卓 越 、 博 大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科 学 技术 大 会 上 指出 ,“ 加 强 基 础 研究 是 提升 
国家 创新 能 力 、 积 累 智 力 资本 的 重要 途径 ， 是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 
件 ”。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ， 而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相 
信 ， 这 套 “ 中 外 物理 学 精品 书 系 ”的 出 版 ,不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 研究 物理 学 
的 人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 、 智 力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ， 也 将 进一步 推动 其 他 
相关 基础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ， 为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 
贡献 。 


“中 外 物理 学 精品 书 系 ” 编 委 会 ”主任 
中 国 科 学 院 院 士 ， 北 京 大 学 教授 
王 恩 哥 
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混沌 现象 普遍 存在 于 自然 界 和 数学 模型 中 ， 这 是 确定 论 系统 在 没 
有 外 来 随机 因素 时 表现 出 的 随机 行为 .混沌 有 着 丰富 的 内 在 结构 ， 而 
不 是 简单 的 无 序 . 当 存 在 耗 散 时 ， 高 维 动力 系统 的 长 时 间 行 为 会 集中 
到 相 空间 中 低 维 甚至 一 维 的 对 象 上 因而， 研究 一 维 线段 上 的 抛物 线 
映射 成 为 进入 耗 散 系统 混沌 动力 学 的 捷径 .抛物线 映射 这 个 简单 “可 
解 ? 模 型 所 蕴涵 的 丰富 内 容 ， 可 以 导致 统计 物理 和 非 线 性 科学 中 许多 深 
刻 的 概念 ， 例 如 周期 和 混沌 吸引 子 、 标 度 律 和 临界 指数 、 李 雅 普 诺 夫 
指数 和 粒 、 分 形 分 维和 重 正 化 群 等 等 ， 分 析 抛 物 线 映射 的 基本 行为 ， 
只 需要 理工 科大 学 低 年 级 的 微 积分 知识 ， 但 是 要 求 读者 养 成 自己 推导 
公式 和 上 计算 机 实践 的 习惯 ， 

本 书 可 以 作为 理工 科大 学 本 科 生 、 研 究 生 和 青年 教师 扩展 知识 的 
读物 和 教学 研究 参考 . 
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20 世纪 90 ER, 笔者 和 郑 伟 谋 、 吴 智仁 共同 主编 了 一 套 “ 非 线性 科学 丛书 ”， 
由 上 海 科技 教育 出 版 社 出 版 . 该 丛书 共计 30 种 , 均 由 工作 在 前 沿 的 学 者 执笔 对 
于 促进 国内 非 线 性 科学 发 展 起 了 一 定 作 用 . 进入 21 世纪 以 来 ,由 于 学 科 发 展 和 作 
者 们 的 研究 兴趣 均 有 很 大 变化 , 整套 从 书 修订 再 版 已 经 不 其 可 行 . 经 与 原 出 版 社 商 
E. 由 作者 们 自行 决定 各 册 前 途 . 本 书 作者 接受 北京 大 学 出 版 社 将 《从 抛物 线 谈 起 
一 一 混沌 动力 学 引 论 》 纳 入 “中 外 物理 学 精品 书 系 ” 的 建议 , 对 原 书 进行 了 修订 . 

这 一 版 最 主要 的 修订 是 增加 了 多 峰 映 射 周 期 数目 的 讨论 和 一 维 映射 周期 轨道 
同 纽 结 理论 的 联系 . 前 者 在 本 书 初 版 定稿 之 后 才 得 以 完全 解决 , 后 者 则 只 提出 了 可 
以 继续 深入 探讨 的 问题 . 修订 版 新 增 的 一 章 主 要 就 是 为 了 包容 这 些 内 容 . 此 外 , 还 
增加 了 一 节 , 来 介绍 符号 序列 与 语法 复杂 性 的 关系 . 

国家 的 “攀登 计划 ”和 后 来 的 “973 计划 ”中 的 “ 非 线 性 科学 ”大 项 目 , 对 于 我 
们 的 研究 工作 给 予 了 持续 的 支持 . 特别 是 进入 21 世纪 以 来 , 作为 “来 自动 力学 和 
生物 学 的 符号 序列 的 复杂 性 ” 子 课题 的 成 员 , 我 们 的 研究 工作 一 直 深 入 到 理论 生命 
科学 领域 . 这 种 不 “以 题 限 文 ” 的 支持 , 对 于 基础 研究 工作 者 以 好 奇 和 兴趣 为 主导 ， 
大 胆 冯 入 新 领域 , 是 极为 重要 的 边界 条 件 . 

英文 刊物 《理论 物理 通讯 》 编辑 部 的 程 希 有 同志 对 笔者 在 使 用 中 文 KTEX 方 面 
给 予 了 指导 . 北京 大 学 出 版 社 的 陈 小 红 女士 在 修订 再 版 过 程 中 给 予 了 耐心 支持 . 作 
者 在 此 一 并 表示 感谢 . 
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于 复旦 大 学 理论 生命 科学 研究 中 心 
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对 混沌 现象 的 认识 , 是 非 线 性 科学 最 重要 的 成 就 之 一 . 1975 年 “混沌 ”作为 一 
个 新 的 科学 名 词 出 现在 文献 中 . 混沌 动力 学 迅速 发 展 成 为 有 丰富 内 容 的 研究 领域 
1991 年 出 版 的 《混沌 文献 总 目 》( 见 本 书 末尾 所 列 出 的 参考 文献 [1]) 列举 了 269 本 
有 关 书 名 和 7157 篇 文章 题目 . 混沌 动力 学 的 许多 概念 和 方法 ， 诸 如 奇怪 吸引 子 、 
相 空 间 重 构 和 符号 动力 学 ， 正 在 被 应 用 到 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 门类 中 . [n] 
时 ,“ 混 沌 ”一 词 也 引发 了 不 少 望 文生 义 、 奉 强 附 会 的 大 科学 议论 . 有 必要 提倡 用 严 
肃 实验 、 积累 数据 、 严 格 推 导 、 认 真 分 析 的 科学 方法 , 来 探讨 混沌 行为 . 

所 幸 的 是 , 混沌 动力 学 的 许多 内 容 , 只 要 运用 初等 的 数学 工具 和 简单 而 具有 实 
际 意义 的 模型 ， 即 可 进行 深入 的 分 析 研 究 . 特别 是 对 于 包含 耗 散 的 非 线 性 系统 , 一 
维 线段 的 迭代 (也 叫做 “映射 ”) 起 着 重要 的 启发 作用 . 为 了 从 更 普遍 的 背景 下 来 
说 明 这 种 重要 作用 , 我 们 先 回顾 一 下 数理 科学 对 自然 界 的 描述 体系 . 

自然 界 只 有 一 个 ， 自 然 现象 遵循 着 不 依赖 于 人 类 意志 的 客观 规律 . 然而 , 数理 
科学 中 却 有 着 两 套 反 映 这 些 规律 的 体系 : 确定 论 描述 和 概率 论 描述 . 这 两 套 描述 体 
系 的 发 展 历程 中 , 各 有 一 个 典型 的 问题 对 于 新 的 概念 和 方法 起 着 试金石 的 作用 . 

确定 论 的 试金石 是 天 体力 学 , 特别 是 可 以 严格 求解 的 二 体 问题 , 从 开 普 勒 的 行 
星 运动 三 定律 , 到 牛顿 力学 的 三 定律 , 到 狭义 和 广义 相对 论 关 于 水 星 近 日 点 进 动 和 
光线 在 太阳 附近 偏转 的 解释 ， 到 氧 原 子 光谱 乃至 两 条 谱 线 间距 因 辐 射 修正 而 导致 
的 细微 移动 ， 贯穿 了 经 典 力学 、 相 对 论 、 量 子 力 学 和 量子 场 论 的 发 展 史 . 这 一 发 展 
过 程 的 各 个 阶段 , 构成 现代 数理 科学 的 坚实 知识 基础 . 

概率 论 的 试金石 是 布朗 运动 . 1827 年 植物 学 家 布朗 在 显微镜 下 观察 到 悬浮 在 
液体 中 的 花粉 颗粒 的 无 规 运 动 ， 曾 经 以 为 是 看 到 了 生命 运动 的 基本 形态 . 1905 年 
爱 因 斯 坦 引用 随机 过 程 概念 , 成 功 地 预言 了 布朗 运动 的 基本 特性 , 随后 被 皮 兰 的 实 
验证 实 . 这 就 引出 了 朗 之 万 方程 、 福 克 - 普 朗 克 方程 、 维 纳 的 连续 积分 表示 、 昂 萨 格 
泛 函 ,乃至 涨 落 场 论 等 一 系列 发 展 . 它们 同样 是 深入 研究 大 自然 、 特别 是 研究 复杂 
系统 行为 的 必要 知识 基础 ". 

这 两 套 描述 体系 的 发 展 有 着 诸多 并 行 之 处 , 同时 , 在 认识 论 基 础 上 有 着 深刻 的 
HA. 世界 究 竞 是 偶然 的 , 还 是 必然 的 ? 围绕 这 一 哲学 命题 的 争论 ,同样 牵动 着 自 

(D 希望 进一步 了 解 概率 论 描述 发 展 过 程 的 读者 , 可 以 参阅 笔者 的 综述 文章 《布朗 运动 理论 一 百年 ). 该 

文 收录 于 香山 科学 会 议 主编 的 《科学 前 沿 与 未 来 》 的 第 十 集 一 一 《相对 论 物 理学 100 年 的 发 展 与 展望 》( 中 
国 环境 科学 出 版 社 , 2006) 中 的 1-17 W. 此 文 后 来 转载 于 《物理 》 杂 志 2011 年 第 40 卷 第 1 期 , 1-7 页 . 
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然 科学 家 的 思绪 . 自 牛顿 以 来 的 科学 传统 ， 比 较 推崇 确定 论 描述 ， 而 把 概率 论 描述 
作为 “不 得 已 而 为 之 ”的 补充 . 然而 ， 把 概率 论 还 原 为 确定 论 ， 从 力学 推导 统计 的 
尝试 始终 未 能 成 功 . 同时 , 愈 是 深入 到 物质 运动 的 高 级 和 复杂 的 形态 , 就 愈 离 不 开 
概率 论 描 述 , 必须 不 断 求助 基于 知识 “不 完备 性 ”的 统计 方法 . 至 少 从 审美 观点 看 ， 
这 也 是 现代 自然 科学 体系 的 一 种 缺陷 . 

混沌 动力 学 的 发 展 , 正在 缩小 这 两 个 对 立 描 述 体系 之 间 的 鸿沟 . 某 些 完全 确定 
论 的 系统 , 不 外 加 任何 随机 因素 就 可 能 出 现 与 布朗 运动 不 能 区 分 的 行为 一 一 “ 失 
之 毫 厘 , 差 之 千里 ”的 对 初 值 细微 变化 的 敏感 依赖 性 ,使 得 确定 论 系统 的 长 时 间 行 
为 必须 借助 概率 论 方法 描述 . 这 就 是 混沌 . 耗 散 系统 的 混沌 理论 , 也 有 自己 的 试 金 
石 ， 这 就 是 一 维 线段 的 映射 . 最 简单 的 非 线性 关系 ， 即 抛物 线 函数 ， 可 导致 内 容 极 
其 丰富 的 典型 一 维 映射 . 

数理 科学 中 的 许多 一 维 模 型 , 往往 因为 过 于 特殊 而 用 途 其 窄 . 抛物 线 映 射 则 是 
幸运 的 例外 . 它 足够 简单 ,使 得 数值 计算 很 省 时 间 ， 又 可 能 做 深入 的 解析 研究 , 而 
所 得 结论 常常 具有 普遍 意义 ， 可 以 用 到 高 维 的 耗 散 系统 . 钻研 抛物 线 映 射 , 有 助 于 
培养 扎 扎实 实 的 学 习 和 研究 作风 , 即 进行 数值 实验 ,从 观察 中 提出 问题 ， 同 时 进行 
认真 的 分 析 , 得 出 结论 , 再 推广 到 更 普遍 的 情形 . 本 书 将 以 抛物 线 映 射 为 实例 ,多 
次 通过 这 种 分 析 , 向 读者 介绍 混沌 动力 学 的 许多 基本 概念 和 方法 . 阅读 本 书 要 求 具 
备 理工 科大 学 本 科 的 数学 知识 ， 并 且 最 好 培养 出 自己 动手 推导 和 上 计算 机 试 算 的 
习惯 . 

本 书 中 还 反映 了 一 批 我 们 自己 的 研究 结果 . 这 些 工作 曾 得 到 中 国 科学 院 数理 
学 部 (1983--1985)， 国 家 自然 科学 基金 (1986-1991)， 和 中 国 科 学 院 开 放 实 验 室 计 
X (1986—1991) 的 支持 . 美国 Sun Microsystems 公司 赠送 了 Sun 3/260C 工作 
站 ，Wolfram Research 公司 赠送 了 Mathematica 软件 . 书 中 许多 图 形 和 实例 就 是 用 
它们 作出 的 . 作者 对 上 述 单位 表示 感谢 . 作者 的 研究 工作 受益 于 同 众多 同行 的 交流 
与 讨论 , 这 里 无 法 一 一 列举 , 只 能 特别 感谢 郑 伟 谋 和 张 淑 誉 的 多 年 合作 、 讨 论 与 支 
持 . 郑 伟 谋 和 陈 式 刚 仔细 阅读 了 书稿 , 提出 了 许多 宝贵 意见 , 作者 在 此 特别 致谢 . 


郝 柏 林 
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在 这 一 章 里 , 我 们 要 从 抛物 线 出 发 , 构造 一 个 最 简单 的 非 线性 动力 学 模型 . 它 
的 实际 意义 和 丰富 内 容 , 将 远 远 超过 人 们 初次 看 到 它 时 的 想象 . 事实 上 , 本 书 主旨 
就 是 介绍 研究 这 个 简单 模型 所 得 到 的 结果 和 启示 . 勤 于 思考 的 读者 一 定 会 发 现 不 
少 尚 未 解决 的 问题 , 并 且 继 续 去 探索 和 创造 . 我 们 在 前 言 里 已 经 说 过 , 研究 这 个 简 
单 模型 所 得 到 的 结论 , 有 助 于 理解 更 复杂 、 更 实际 的 高 维 模型 . 善于 抓 住 简单 模型 ， 
提出 深刻 问题 , 进行 彻底 分 析 , 得 出 寅 于 特殊 事例 中 的 普遍 性 规律 , 可 以 很 好 地 锻 
炼 从 事 科 学 研究 的 能 力 . 


81.1 什么 是 非 线性 


开宗明义 , 我们 就 从 什么 是 非 线性 讲 起 . 
“线性 ”和 “ 非 线 性 ”， 首 先 用 于 区 分 函数 y = f(z) 对 自 变量 r 的 依赖 关系 . 
函数 
y=axr+b (1.1) 
对 自 变量 r 的 依赖 关系 是 一 次 多 项 式 , 在 (ey) 平面 中 的 图 像 是 一 条 直线 ( 见 图 
1.1), 我 们 就 说 “y 是 r 的 线性 函数 ”. 其 他 一 切 高 于 一 次 的 多 项 式 函 数 关 系 , 都 是 
非 线 性 的 . 


r 


图 1.3 线性 函数 
最 简单 的 非 线 性 函数 是 抛物 线 ， 
y =ar? -- bz +c. (1.2) 


在 函数 关系 (1.1) 和 (1.2) F, a, b, c 等 是 参量 . 各 个 参量 并 不 同样 重要 . 在 线 
性 关系 (1.1) 中 , 参量 b 是 次 要 的 ， 可 以 靠 移 动 坐标 原点 而 改变 ， 甚 至 取 成 零 ， 而 
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参量 a 是 重要 的 , a > 0 或 ac 0 使 直线 上 升 或 下 降 , a = 0 使 y 退化 成 常数 . 其 
X, 对 于 抛物 线 (1.2), 也 只 有 一 个 参量 a 有 实质 意义 : a > 0 时 , 它 是 具有 一 个 最 
小 值 而 两 端 伸 向 正 无 穷 的 抛物 线 (图 1.2(a)); a < 0 时 , 它 是 具有 一 个 最 大 值 而 两 
端 落 到 负 无 穷 的 抛物 线 (图 1.2(b)); a = 0 则 使 它 退化 成 为 线性 函数 . 对 于 多 项 式 
类 型 的 函数 关系 ,变量 最 高 寡 次 项 的 系数 一 定 是 最 重要 的 . 对 于 更 一 般 的 ， 甚 至 含 
有 微分 、 积 分 等 运算 的 关系 式 , 用 多 少 个 参量 才 可 以 恰到好处 地 反映 出 一 切 性 质 不 
同 的 行为 , 这 并 不 是 一 个 平庸 的 问题 . 对 于 用 一 维 映射 描述 的 动力 学 过 程 , 我 们 将 
借助 符号 动力 学 的 概念 回答 这 个 问题 (82.6). 


图 1.2 ”抛物 线 函 数 


为 了 简化 书写 , 我 们 通常 用 一 个 字母 来 代表 所 有 参量 的 集合 ， 把 一 般 的 函 
数 关系 写成 


y = f(m, x). 


定性 地 说 ， 线 性 关系 只 有 一 种 ， 而 非 线性 关系 千变万化 , 无 法 穷 举 . 每 个 具体 
的 非 线性 关系 刻画 一 种 独特 的 行为 . 然而 , 各 种 非 线 性 关系 还 可 能 具有 某 些 不 同 于 
线性 关系 的 共性 . 正 是 这 些 共性 ， 才 导致 了 统一 的 非 线 性 科学 . 为 了 认识 共性 , 往 
往 可 以 先 透 彻 地 研究 一 两 个 最 简单 的 特例 ， 这 就 是 我 们 集中 考虑 抛物 线 (1.2) 的 
原因 . 

我 们 先 试 着 用 普通 的 语言 , 讨论 一 下 非 线性 的 意义 . 

首先 , 线性 是 简单 的 比例 关系 ,而 非 线性 是 对 这 种 简单 关系 的 偏离 . 24 b= 0 
时 , 图 1.1 所 表示 的 是 “水 涨 船 高 " “多 多 益 善 ” 的 正比 例 关系 . 一 般 说 来 , 线性 关 
系 只 在 自 变 量 的 一 定 范围 内 成 立 , 不 可 推 得 太 远 . 自 变量 太 大 时 , 就 有 可 能 出 现 其 
他 行为 . 一 种 可 能 性 是 “过 犹 不 及 ”, 如 图 1.2(b) 所 示 , zx 超过 一 定 限度 后 , 其 效果 
反倒 同 较 小 的 某 个 z 相同 . 

然而 , 对 线性 关系 的 小 小 的 局 部 的 偏离 并 不 导致 抛物 线 , 而 是 更 接近 一 条 三 次 
曲线 (图 1.3). 在 传统 的 数理 科学 中 早已 发 展 了 许多 计 入 小 小 修正 的 微 扰 (或 称 摄 
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动 ) 方法 . 它们 并 不 属于 非 线性 科学 的 范畴 . 非 线 性 科学 处 理 对 线性 的 实质 性 的 大 
的 偏离 . 这 时 图 1.3 可 能 变 成 图 1.4 那样 . 它 像 是 由 图 1.2(a) 和 (b) 的 两 种 情况 拼 
合 而 成 . 事实 上 , 对 于 这 两 种 抛物 线 的 分 析 ，, 果真 有 助 于 理解 图 1.4 所 示 的 “一 波 
三 折 ” 的 局 面 . 


1.8 “ 弱 ” 的 立方 函数 可 以 描述 对 线性 的 小 偏离 


图 1.4 ”对 线性 的 大 偏离 : “一 波 三 折 ” 


其 次 , 线性 关系 是 互 不 干涉 的 独立 贡献 , 而 非 线 性 则 是 相互 作用 . 如 果 z 代表 
某 种 昆虫 数目 ， 虫 子 们 为 争夺 食物 而 提 对 咬 斗 , 其 可 能 的 组 合 就 有 zx(1 - z)/2 种 ， 
这 又 是 一 个 抛物 线 关 系 . 非 线性 相互 作用 使 得 整体 不 再 简单 地 等 于 局 部 之 和 , 而 可 
能 出 现 不 同 于 “线性 便 加 ”的 增益 或 亏损 . 非 线性 系统 的 每 个 局 部 都 在 某 种 意义 下 
“优化 ”， 也 不 一 定 导致 整体 优化 . 

最 后 , 对 于 理解 混沌 动力 学 有 极 重要 意义 的 一 条 , 线性 关系 保持 信号 的 频率 成 
分 不 变 , 而 非 线性 使 频率 结构 发 生变 化 . 为 了 解释 这 一 条 , 最 好 把 z 和 y 都 看 成 时 
间 t 的 函数 , 讨论 它们 对 t 的 依赖 性 . 让 我 们 省 略 掉 非 实质 性 的 参量 ， 写 出 直线 


y(t) = ax(t) (1.3) 


或 抛物 线 
y(t) = a(z(t)f". (1.4) 
设 z 是 时 间 t 的 周期 函数 , 例如 
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x(t) = cos(wt), 


则 线性 关系 (1.3) 所 决定 的 y(t) 也 只 含有 同样 的 频率 w. 然而 ,抛物 线 (1.4) 就 不 
ET. 由 熟知 的 三 角 函 数 关 系 ， 得 到 


y(t) = a[cos(wt)]? = D 十 5 cos(2wt), 


出 现 了 频率 为 零 的 “直流 项 ”和 频率 为 2w 的 “ 倍 频 项 ”. 

一 般 说 来 ,许多 物理 系统 都 可 以 看 成 一 个 “ 黑 盒 子 ”. 人 们 输入 具有 一 定 频率 
成 分 的 信号 ， 测 量 输出 信和 号 的 频率 构成 ， 如 果 输 出 信号 和 输入 信号 的 频率 成 分 相 
同 , 只 是 强 弱 有 所 改变 , 则 黑 盒子 里 面 是 一 个 线性 系统 . 

如 果 输 入 信和 号 含有 两 种 频率 w 和 ws， 而 输出 频率 有 0, 201. 202, w w: 甚 
至 nui + mw (这 里 n 和 m 是 整数 ) 等 各 种 成 分 ， 则 盒子 里 是 一 个 非 线 性 系统 ". 
然而 ， 这 种 非 线 性 系统 可 能 在 传统 数理 科学 分 支 的 非 线性 篇 章 中 已 经 研究 得 相当 
清楚 , 而 不 一 定 是 现代 非 线性 科学 的 对 象 . 这 是 因为 , 只 要 存在 着 任意 小 的 非 线性 ， 
就 会 出 现 和 频 、 差 频 、 倍 频 等 种 种 成 分 . 换言之 , 这 些 频率 成 分 不 是 非 线 性 强 到 一 
EER, 即 参 量 达到 某 个 临界 值 时 才 突 然 出 现 的 阔 值 现象 , 它们 可 以 用 简单 的 三 角 
函数 关系 加 以 解释 . 相反 ， 如 果 当 非 线性 超过 一 定 阔 值 时 ， 输 出 信号 中 突然 冒 出 
了 某 种 分 频 成 分 , 例如 二 分 频 w/2, 甚至 三 分 频 w/3， 则 黑 盒 子 中 就 不 再 是 一 个 平 
常 的 非 线性 系统 . 研究 这 样 的 系统 , 就 很 可 能 必须 借助 本 书 中 将 逐步 讲述 的 概念 和 
方法 . 


81.2 ” 非 线 性 演化 方程 


§1.1 里 所 列举 的 线性 和 非 线性 函数 , 都 只 表示 静态 的 依赖 关系 , 并 没有 反映 动 
力学 行为 和 演化 过 程 . 在 科学 和 技术 实践 中 , 往往 要 考察 一 个 系统 的 状态 如 何 随时 
间 变 化 . 这 时 , 系统 的 状态 用 一 组 变量 m. y, c. oo 描述 , 它们 都 是 时 间 t 的 函数 . 
同一 个 系统 还 受 某 些 可 以 调节 的 “控制 参量 ”ao，b，c，… 的 影响 . 

最 简单 的 情形 , 是 固定 一 组 参量 , 把 时 间 变 化 限制 成 等 间隔 的 


Et 14492, 


看 下 一 个 时 刻 的 系统 状态 如 何 依赖 于 当前 状态 . 在 只 有 一 个 变量 x 时 ， 这 个 演化 
过 程 可 能 由 一 个 非 线性 函数 描述 : 


z(t +1) = f(u, x(t)), (1.5) 
QD 也 可 能 是 所 谓 “ 参 量 驱动 ”的 线性 系统 , 这 里 不 细 究 . 
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其 中 a 代表 所 有 控制 参量 的 集合 . 更 一 般 些 , 时 间 跳 跃 的 间隔 (或 者 说 , 对 系统 进 
行 观测 的 采样 间隔 )5t 可 以 不 是 整数 . 把 各 个 时 刻写 成 to, ti to o 而 相应 状态 
WY zo mp z2 ooo 其 中 


Tn = Bln) tn = to + nôt, (1.6) 


于 是 , 演化 方程 (1.5) 成 为 
Zn+l = f (H, Zn). (1.7) 


这 是 一 个 离散 化 的 时 间 演 化 方程 ， 是 一 个 一 阶 差分 方程 . 我们 写 下 方程 (1.5) 或 
(1.7) 时 , 已 经 做 了 一 些 重 要 的 假定 : 

第 一 个 假定 , 下 一 时 刻 的 状态 只 决定 于 当前 时 刻 的 状态 , 而 不 依赖 于 过 去 时 刻 
的 状态 . 例如 , 我 们 没有 把 方程 写成 二 阶 差 分 方程 


Zn41 = f (H, n; Tn—1). (1.8) 


不 过 , 这 一 个 假定 并 非 实质 性 的 . 我 们 总 可 以 引入 新 的 变量 yn = zn_1, 把 它 写成 
含 两 个 变量 的 一 阶 联 立方 程 组 


Xni] 一 fu Tas Ua Yn+1 — Tn. (1.9) 


方程 (1.8) 反映 的 是 一 种 记忆 效应 . 我 们 看 到 , 对 于 有 限 个 过 去 时 刻 的 记忆 , 在 形式 
上 并 不 带 来 严重 困难 . 然而 , 高 维 差分 方程 组 (1.9) 确实 包含 更 丰富 的 内 容 . 有 兴趣 
的 读者 可 以 参阅 综述 文章 [14]. 

第 二 个 假定 , 方程 (1.5) 的 右 端 没 有 明显 地 依赖 于 时 间 , 即 没有 写成 


z(t +1) = f(u, z(t), t) 


的 形式 . 因此 ,从 方程 (1.5) 到 (1.9) 描述 的 是 不 受 外 界 影 响 的 自我 演化 过 程 . 这 些 
方程 称 为 自治 的 差分 方程 . 

非 自治 的 演化 方程 也 是 经 常见 到 的 . 例如 , 一 个 处 于 周期 性 外 场 中 的 系统 , 其 
演化 方程 中 含有 外 场 项 


rT(t+1)= f(u, x(t)) + Acos(wt). 


外 场 的 周期 T = 2x/w， 带 来 一 个 新 的 特征 时 间 . 它 同 原来 的 时 间 间 隔 1 或 隐 含 在 
方程 (1.7) 中 的 采样 间隔 At, 形成 相互 竞争 的 一 对 特征 量 . 这 类 方程 描述 有 竞争 周 
期 或 竞争 频率 的 系统 . 它们 表现 出 一 些 新 的 物理 行为 ， 如 共振 、 锁 频 等 等 ， 由 于 周 
期 长 短 或 频率 高 低 都 是 相对 而 言 的 , 它们 只 带 来 一 个 新 的 控制 参量 , 即 两 个 周期 的 
比值 . 
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一 类 重要 的 非 自治 系统 是 受到 随机 外 力 影响 的 系统 . 随机 因素 可 能 以 相 加 或 相 

乘 的 形式 进入 方程 ,也 可 能 进入 参量 或 初始 条 件 . 由 方程 (1.7) 出 发 , 一 种 可 能 的 
演化 方程 是 l 

Enti = f (M; En) én (1.10) 


其 中 6, 为 遵从 某 种 已 知 分 布 的 随机 数 ， 它 代表 外 部 扰动 或 外 噪声 . 严格 说 来 ， 混 
沌 现象 是 不 含 外 加 随机 因素 的 完全 确定 性 的 系统 所 表现 出 的 内 豪 随 机 行为 . 因此 ， 
像 (1.10) 这 样 的 方程 不 是 混沌 动力 学 的 主要 研究 对 象 . 然而 ,混沌 经 常 披 着 噪声 外 
A. 实际 系统 中 的 混沌 运动 往往 与 外 噪声 同时 出 现 . 对 混沌 的 较为 完全 的 描述 ， 必 
须 计 入 外 噪声 的 影响 . 因此 , 我 们 将 在 83.6 回 到 (1.10) 这 类 方程 . 
上 面 讲 的 都 是 离散 时 间 的 演化 方程 , 下 一 个 时 刻 的 状态 由 当前 的 状态 决定 . 当 
时 间 连 续 变化 时 , 最 重要 的 一 类 演化 过 程 是 状态 的 变化 速率 由 当前 状态 决定 . 这 就 
导致 了 描述 时 间 演 化 的 微分 方程 . 例如 ，z, y. z 三 个 变量 的 变化 速率 由 以 下 三 个 
方程 决定 : 
dz 
T =o(y- 1), 
dy 
dt 
= = zy — bz, 
其 中 o, r, 是 控制 参量 . 方程 (111) 就 是 在 混沌 动力 学 历史 上 起 过 重要 作用 的 洛 
CRIE. 它 来 自 大 气 热 对 流 问 题 , 并 且 给 出 过 第 一 个 奇怪 吸引 子 的 实例 . 方程 
(1.11) 的 右 端 没有 显 含 时 间 , 因而 是 一 个 自治 的 常 微分 方程 组 . 
最 简单 的 非 自治 微分 方程 组 是 周期 外 力作 用 下 的 平面 微分 系统 . 从 混沌 动力 学 
角度 研究 得 较为 细致 的 系统 之 一 ， 是 周期 驱动 的 “布鲁塞尔 振子 ”[3] : 


dz 
dt 


= TY 一 2Z 一 2 (1.11) 


= A — (B — 1)z  z?y - o.cosut, 
(1.12) 


其 中 状态 变量 > 和 y 代表 某 种 化 学 反应 中 间 产 物 的 浓度 , 而 A 和 B 是 在 反应 过 
程 中 保持 恒定 值 的 某 些 组 分 浓度 ， 起 着 控制 参量 的 作用 . 外力 的 强度 o 和 频率 w 
也 是 控制 参量 . 

非 自治 的 微分 方程 组 可 以 通过 增加 变量 而 变换 成 自治 方程 组 . 例如 ，(1.12) XX 
可 以 靠 增加 两 个 新 变量 u 和 w 写成 自治 形式 : 
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(1.13) 


只 要 取 定 初始 条 件 
u(0)—1, w(0)- 0, 

微分 方程 组 (1.12) 和 (1.13) 两 种 写法 就 完全 等 价 . 

微分 方程 组 (1.11) 到 (1.13) 不 是 本 书 的 讨论 对 象 . 由 于 耗 散 的 存在 , 系统 的 长 
时 间 行 为 往往 具有 低 维 的 特性 , 一 维和 二 维 映 射 的 知识 已 经 成 功 地 用 于 研究 自治 
的 洛 伦 茨 方程 由 和 周期 驱动 的 布鲁塞尔 振子 回 . 

微分 方程 也 可 能 包含 记忆 效应 . 研究 光学 双 稳 器 件 时 会 遇 到 差分 微分 方程 

O 1 25) = f(u alt- T), (1.14) 

其 中 f(u z) 是 一 个 非 线性 函数 ， 而 新 参量 T 给 出 时 间 延 迟 . 延迟 微分 方程 (1.14) 
不 能 借助 引入 新 变量 而 简单 地 变 成 高 阶 的 常 微分 方程 组 . 它 的 行为 也 更 为 复杂 , 多 
年 来 仍 是 人 们 研究 的 问题 . 但 在 某 种 极限 下 ,方程 (1.14) 也 与 一 维 映射 有 关 . 

迄今 所 述 ， 都 是 单纯 描述 时 间 行 为 的 演化 模型 ， 它 们 只 适用 于 空间 均匀 的 情 
JE. 例如 , 在 不 断 搅拌 的 反应 容器 里 , 可 以 认为 每 一 时 刻 各 处 反应 物质 浓度 相同 而 
且 同 步 变 化 . 进一步 考虑 空间 的 不 均匀 性 ,就 要 引入 变量 在 空间 每 点 的 变化 速率 ， 
导致 用 偏 微 分 方程 描述 的 各 种 模型 . 非 线 性 演化 方程 的 研究 , 是 应 用 数学 和 非 线性 
科学 中 硕果 累累 的 篇 章 , 有 许多 专著 论述 . 我 们 还 是 回 到 最 简单 的 抛物 线 模型 . 

不 过 , 在 转向 这 个 模型 之 前 , 我 们 先 概 括 一 下 时 间 演 化 问题 的 基本 要 素 . 描述 
系统 状态 的 各 个 变量 ， 张 成 状态 空间 , 或 称 相 空 间 . 这 里 “ 相 空 间 ” 一 词 的 用 法 与 
理论 力学 中 的 传统 定义 略 有 不 同 . 力学 中 的 相 空间 由 成 对 的 广义 坐标 和 广义 动量 支 
B. 因此 总 是 偶数 维 的 . 在 非 线 性 动力 学 中 , 一 般 不 再 区 分 坐标 和 动量 , 而 对 各 个 
状态 变量 一 视 同仁 . 因此 , 相 空间 的 维 数 可 偶 可 奇 . 方程 组 (1.11) 具有 三 维 相 空 间 ， 
而 (1.13) 的 相 空 间 形 式 上 是 四 维 的 . 许多 重要 的 演化 方程 有 无 穷 多 维 的 相 空 间 . 

各 个 控制 参量 张 成 参量 空间 . 其 实 ， 状态 变量 和 控制 参量 的 划分 也 是 相对 的 . 
通常 把 那些 变化 很 慢 、 在 一 次 观测 过 程 中 保持 不 变 , 但 又 可 在 一 定 范围 内 调整 的 量 ， 
取 为 控制 参量 . 如 果 一 个 参量 本 身 在 观察 过 程 中 发 生 显著 变化 , 那 就 只 好 把 它 归 入 
状态 变量 . 可 以 形象 地 说 , 在 多 变量 系统 中 , 快 变 量 受到 慢 变 量 控 制 . 

状态 变量 在 不 断 相互 作用 中 发 展 , 形成 演化 过 程 . 在 参量 空间 中 固定 一 点 ， 即 
固定 一 组 参量 值 , 再 在 状态 空间 中 给 定 一 个 初始 点 , 然后 考察 系统 的 演化 , 看 最 终 
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归宿 如 何 , 并 且 对 这 种 极限 状态 进行 分 类 和 刻画 . 往往 参量 空间 的 某 些 区 域 对 应 同 
一 类 、 定性 行为 相同 的 极限 状态 . 系统 跨越 参量 空间 的 区 域 边界 时 , 行为 发 生 突变 . 
许多 本 质 极为 不 同 的 系统 , 在 突变 点 附近 表现 出 深刻 的 相似 性 . 趋向 极限 状态 的 过 
渡 过 程 , 往往 有 更 丰富 的 内 容 , 而 且 在 实践 中 不 易 与 最 终 的 定常 状态 区 分 . 这 些 都 
是 非 线 性 动力 学 要 研究 的 问题 . 

如 果 试 图 用 数值 计算 回答 这 些 问 题 , 工作 量 极其 巨大 . 即使 参量 不 变 , 不 同 的 
初始 状态 也 可 能 导致 不 一 样 的 极限 状态 : 多 种 极限 行为 可 能 共存 . 我 们 在 第 7 章 
里 还 会 看 到 , 只 靠 计 算 相 空间 里 的 “轨道 ”有 时 根本 得 不 到 正确 的 极限 行为 .为 了 
确切 刻画 极限 状态 , 往往 要 在 相 空 间 每 一 点 考察 动力 学 本 身 的 小 偏离 , 即 引 入 维 数 
与 相 空 间 相 同 的 “ 切 空 间 ”. 这 样 , 我 们 要 研究 的 问题 涉及 

相 空 间 9 初 值 空间 9 切 空间 e 参量 空间 
即使 只 有 三 个 变量 和 两 个 独立 参量 ,这 也 是 在 11 维 空间 中 搜索 . 使 用 当今 最 强大 
的 超级 计算 机 , 也 难以 正面 强攻 . 为 了 掌握 研究 动力 学 问题 的 更 巧妙 的 方法 , 我 们 
回 到 尽 可 能 简单 的 情形 , 要 求 : 

(1) 一 维 的 相 空 间 ; 

(2 ) 一 个 参量 ; 

(3) 离散 的 时 间 跳 跃 ; 

(4) 最 简单 的 非 线 性 函数 . 

这 就 是 下 面 要 讨论 的 抛物 线 模型 . 


81.3 ”虫口 变化 的 抛物 线 模型 


我 们 来 探讨 一 个 简单 的 生态 学 问题 : 构造 一 种 昆虫 数目 即 “ 虫 口 > 变化 的 数学 
模型 . 

假定 有 一 种 昆虫 ， 每 年 夏季 成 虫 产 卵 后 全 部 死亡 ， 第 二 年 春天 虫 卵 孵化 为 成 
B. 设 第 nn 年 的 虫口 数目 为 en. 我 们 不 去 区 分 雌雄 , 设 每 只 成 虫 产 卵 a 个 , 每 个 虫 
卵 都 钥 化 为 成 虫 . 这 样 的 过 程 年 复 一 年 地 重复 下 去 , 一 般 规律 可 以 写成 


Prti = Z5. (1.15) 
这 是 一 个 线性 差分 方程 . 求解 线性 常 微分 方程 时 , 可 用 一 般 解 z = 4ext 代入 . 

这 里 可 以 试用 m, = AA". 容易 求 得 
Tn = roa", (1.16) 


其 中 zo 是 起 始 年 度 的 虫口 数目 . 我 们 看 到 , 只 要 a > 1, 即 每 只 虫子 平均 产 卵 数 多 
于 1 个 , 虫口 数目 就 会 按 指数 上 升 . 用 不 了 许多 年 , 整个 地 球 就 会 “ 虫 满 为 患 ”. 相 
反 , 如 果 a < 1, 则 这 种 昆虫 就 会 在 若干 年 后 灭绝 , 成 为 物 竞 天 择 的 失败 者 . 
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这 当然 是 一 个 过 分 简化 的 虫口 模型 .然而 ,马尔萨斯 的 人 口 论 就 基于 这 样 的 模 
型 : “人口 在 不 加 控制 时 ， 每 25 年 翻 一 番 ， 即 按照 几何 比例 增长 .” 这 就 相当 于 在 
(1.16) 式 中 取 a = 2, 而 (1.6) 式 中 的 采样 间隔 ôt = 25 年 . 

为 了 把 这 个 模型 修正 得 更 符合 实际 一 些 , 让 我 们 想 一 下 走向 “ 虫 满 为 患 ”的 过 
程 中 , 会 发 生 什么 事情 : 

( 食物 和 空间 有 限 ， 虫 子 们 会 为 争夺 生存 条 件 而 咬 斗 

(2) 虫子 数目 多 了 ,传染 病 会 因为 接触 增加 而 蔓延 
这 里 还 完全 没有 考虑 虫口 增加 有 利于 天 敌 繁 殖 的 多 物种 竞争 问题 . 咬 斗 和 接触 , 都 
是 发 生 在 两 只 虫子 之 间 的 事件 . 我 们 知道 , zw 只 虫子 配对 事件 总 数 是 5zn(zn - 1)， 
Mg.» 1 时 , 这 里 重要 的 是 22. 上 面 两 类 事件 都 造成 减员 , 即 对 下 一 代 虫 口 数 作 
HARE. 因此 , 修正 后 的 虫口 方程 是 


Vn = abn = br?. (1.17) 


这 是 一 个 非 线性 的 差分 方程 . 除了 一 些 特殊 的 参量 值 以 外 , 它 的 解 可 不 那么 容易 写 
出 来 . 于 是 ， 人 们 不 得 不 靠 计算 机 来 进行 数值 研究 . 然而 , 许多 事情 单 靠 数值 结果 
是 说 不 清楚 的 . 我 们 将 要 介绍 一 些 不 用 计算 机 而 进行 彻底 严格 分 析 的 方法 , 这 就 是 
本 书 82.6 将 稍 做 介绍 的 符号 动力 学 方法 . 

我 们 也 可 以 说 , 非 线性 差分 方程 (1.17) 就 是 反复 套用 抛物 线 的 函数 关系 


y = az — bz?, 


把 每 次 所 得 函数 值 作 为 下 一 次 的 自 变量 .这 是 一 个 “迭代 ”过 程 . 这 个 抛物 线 函 
数 的 迭代 , 将 展示 出 丰富 多 彩 的 内 容 . 本 书 只 试图 描述 它 的 一 部 分 奥妙 . 虫口 方程 
(1.17) 是 通 向 混沌 动力 学 主峰 的 崎 嵌 道路 的 起 点 .这 条 道路 的 最 初 几 步 ， 并 不 难 
跨越 . 
应 当 指出 , 方程 (1.17) 并 不 只 是 一 个 描述 虫口 变化 的 模型 . 它 同 时 考虑 了 鼓励 
和 抑制 两 种 因素 , 反映 出 “过 犹 不 及 ”的 效应 , 因而 具有 更 普遍 的 意义 和 用 途 . 
适当 地 重新 定义 一 下 变量 和 参量 , 可 以 把 (1.17) 式 写 成 其 他 的 等 价 形式 . 常见 
的 标准 写法 有 : 
Zn4i — Vz4(l— za), v € (0,4), zn € [0,1]; (1.18) 
或 者 
£à4151— 42, pe (0,2), £n € [1,1]; (1.19) 
或 者 
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后 两 种 写法 的 参量 相同 , 只 是 变量 区 间 不 同 . 第 一 种 写法 ， 只 在 参量 很 小 时 有 点 细 
致 差别 , 我 们 以 后 还 会 提 到 . 本 书 主要 采用 后 面 两 种 形式 , 并 把 它们 通称 为 抛物 线 
映射 . 

“映射 ”这 个 数学 名 词 我 们 已 经 使 用 过 几 次 , 这 里 再 稍 加 解释 . 如 果 z 属于 
一 定 线段 I, 非 线性 变换 f( 它 可 能 含有 参量 u) 把 zw 变换 (映射 ) 成 线段 工 中 的 某 
个 点 Tn+1: 


Tn+1 = fu, Ta) Tas Tnt € I. 


数学 中 的 记 法 是 
fun: TT: 


一 般 说 来 , 即使 zw 遍 取 I 上 所 有 可 能 的 值 ，zn+l 也 只 能 达到 了 工 内 的 一 部 分 点 . 这 
称 为 线段 的 内 映射 (injective mapping). 只 有 对 于 极 特 殊 的 参量 值 , 例如，(1.19) Ñ 
PR y= 2, 则 eny 可 能 充满 整个 线段 了 = [—1,1]. 这 称 为 线段 的 满 映 射 (surjective 
mapping). 满 映 射 对 于 理解 混沌 运动 有 特殊 作用 , 我 们 在 第 6 章 里 再 详细 介绍 . 


图 1.5 ”抛物 线 映射 的 单调 支 


对 于 混沌 动力 学 的 许多 性 质 , 轨道 点 zn 的 具体 数值 并 不 重要 . 对 于 抛物 线 映 
射 , 最 重要 的 事实 是 : 第 一 , 映射 函数 f 只 在 一 点 C 达到 极 大 值 ( 见 图 1.5),C 点 
称 为 映射 的 临界 点 , 或 线段 了 的 中 心 点 . 第 二 , C 点 把 线段 I 分 成 左右 两 半 , 分 别 
以 字母 L 和 RAR. 任何 小 于 C 的 点 都 用 字母 L 表示 . YE L 线段 上 函数 f 是 单 
HERK, ANRA fL. 任何 大 于 C 的 点 用 字母 RET, 在 R 线段 上 函数 f 是 
单调 下 降 的 ， 有 了 时 记 为 fa. 我 们 以 后 要 用 这 些 字母 来 描述 映射 导致 的 动力 学 , 希 
望 读者 逐渐 习惯 这 些 记 法 . 


81.4 ”其 他 简单 映射 举例 


我 们 称 抛物 线 映 射 为 最 简单 的 非 线性 动力 学 模型 ， 是 指 映射 函数 Pus) 为 光 
滑 可 微分 的 情形 . 如 果 放 弃 这 种 要 求 ， 那 还 有 更 简单 的 模型 ， 即 分 段 线性 的 映射 ， 
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也 就 是 用 几 段 直线 拼接 成 的 映射 函数 .分 段 线性 函数 在 描述 非 线性 过 程 时 有 特殊 
的 功用 ,因为 许多 推导 和 运算 都 可 以 解析 地 进行 到 底 . 
最 接近 抛物 线 映射 的 分 段 线 性 映射 是 


1 十 Hzn， Zn €0, 
Tn+1 一 


(1.21) 
1 — Lux, 2m > 0; 


见 图 1.6. 
根据 它 的 图 形 , 这 个 映射 被 称 为 人 字 映 射 或 帐篷 映射 . 我 们 可 以 通过 引入 一 个 
符号 函数 
| 了 Tn S0, 
En = —sgn(z4) = | -L om 0 (1.22) 


把 人 字 映 射 写成 
Zn+l = 1 + Bn. (1.23) 


en 和 zn 取 相 反 的 正 负 号 , 今后 会 更 方便 


eu 0 1 
T, 


图 1.6 AFRI (又 称 帐 篷 映 射 ) 


抛物 线 映射 和 人 字 映 射 的 函数 都 是 连续 的 , 其 左 半 单 调 上 升 、 右 半 单 调 下 降 的 
性 质 也 是 相同 的 . 有 些 动力 学 行为 只 依赖 于 连续 、 上 升 、 下 降 这 类 “拓扑 ”性 质 , 而 
与 映射 函数 的 具体 形状 无 关 . 这 些 共同 性 质 称 为 拓扑 普 适 性 或 结构 普 适 性 , 具有 相 
同 的 普 适 性 质 的 映射 组 成 拓扑 普 适 类 . 抛物 线 映 射 和 人 字 映 射 属于 同一 个 拓扑 普 
适 类 . 
RARE I 的 映射 
Tni = f(a) zE, 
和 线段 J 的 映射 
Yn+1 = g(yn) YEJ, 
而 线段 上 和 J 可 以 借助 一 个 连续 、 可 道 的 函数 h 互相 变换 ， 即 
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y = h(z), 
S -— h^ (y), 
rE, yE, 
这 时 , 者 映射 / 和 9 的 关系 是 
gly) = hf (h^ (y))), (1.24) 
f(z) = h (g(h(z))), 
我 们 说 映射 f 和 g BAMIR. 
上 面 出 现 的 函数 典 套 或 复合 函数 的 简便 记 法 是 
go h(x) = g(h(x)). 
借助 这 种 记 法 ，(1.24) 式 可 以 写成 
g—-hofoh-!, 
f-h-^ogoh. yes 


我 们 在 上 面 的 函数 关系 中 没有 写 明 参量 , URDU IH IRE XOEDNE RATER 
定 参量 下 成 立 , 很 难 找到 连续 依赖 于 参量 的 变换 关系 hi,(z). 例如, 在 满 映射 情形 
下 , BIAMTERIBUSCRI A SE BUR d HIA. 我 们 以 后 再 回 到 这 个 共 办 关系 (56.2). 
有 些 动力 学 性 质 依赖 于 相 邻 两 点 (特别 是 临界 点 附近 相 邻 两 点 ) 在 经 过 映射 之 
后 的 距离 变化 . 由 于 : 
f(x -- Aa) — f(a) ~ A, 


这 种 距离 变化 与 映射 函数 及 其 导数 有 关 . 对 于 抛物 线 映 射 , 在 临界 点 附近 距离 变化 
是 一 个 小 量 , 而 人 字 映 射 在 临界 点 处 不 存在 微分 , 因而 这 两 种 映射 很 不 相同 . 依赖 
于 临界 点 附近 函数 行为 的 共同 性 质 称 为 度 规 普 适 性 (metric universality), 相应 映 身 
属于 同一 个 度 规 普 适 类 . 抛物 线 映 射 和 人 字 映 射 不 属于 同一 个 度 规 普 适 类 . 

生态 学 中 常用 的 另 一 种 虫口 模型 


Tu] = ga e 070, 
与 抛物 线 映 射 属于 同一 个 度 规 普 适 类 ,因为 在 临界 点 C = 1/u 附近 ， 
Zn+l — C = const 一 6 (s 一 e Te 


与 抛物 线 映 射 (C = 0) 的 z2 一 致 . 相反 , 形式 上 很 接近 抛物 线 映 射 的 四 次 方 映射 


4 
Tn+1 = 1— ux, 
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却 属于 不 同 的 度 规 普 适 类 , 虽然 两 者 都 属于 同一 个 拓扑 普 适 类 . 
所 有 与 抛物 线 映 射 类 似 的 映射 , 即 中 间 有 一 个 峰 , 两 面 是 单调 上 升 和 单调 下 降 
的 函数 , 统称 为 单 峰 映射 . 所 有 单 峰 映射 都 属于 同一 个 拓扑 普 适 类 , 一 般 不 要 求 它 
们 属于 同一 个 度 规 普 适 类 . 本 书 关 于 抛物 线 映 射 的 大 多 数 结论 , 也 适用 于 更 普遍 的 
单 峰 映射 有 些 还 适用 于 多 峰 映射 . 
把 人 字 映 射 的 右 半 边 对 横 轴 反射 一 次 , 成 为 图 1.7 所 示 的 样子 . 这 叫做 移 位 映 
射 . 其 式 子 是 
本 u l+ ltn, ga € 0 
POISS | 一 上 十 utn, Za 2». 


采用 同人 字 映 射 一 样 的 符号 函数 en 可 以 写成 
Zn+l = En X. (1.26) 
如 果 把 移 位 映射 的 变化 范围 限制 到 [0, 1], 
| p(zs—1/8)-1, Qm, <1/2, 
Tn+1 = 
H(zn — 1/2), 1/2 ma x i 
特别 当 参 量 /=2 时 , 有 
Zn+l = 2r4,(mod 1). (1.27) 


模 运 算 (mod 1) 的 意思 是 ， 只 保留 计算 结果 的 小 数 部 分 . 对 于 保存 在 计算 机 里 的 
二 进 制 数 , 乘 以 2 相当 于 向 左 移 位 一 次 . 这 时 字 长 最 右 端 空 出 的 一 位 补 零 , 而 从 左 
端 移出 去 的 (进位 )1 舍弃 不 要 , 即 实 现 模 运算 (mod 1). 这 是 移 位 映射 名 称 的 由 来 . 


z, 1 
图 1.7 移 位 映射 
我 们 在 以 后 分 析 抛物 线 映 射 时 , 要 多 次 用 到 人 字 映 射 和 移 位 映射 , 因此 先 把 它 


们 写 出 来 备用 . 这 里 还 顺便 介绍 了 拓扑 共 恩 、 拓 扑 普 适 性 和 度 规 普 适 性 这 些 概念 ， 
它们 也 将 在 以 后 有 具体 应 用 . 
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从 本 章 开始 , 我 们 将 着 手 研究 抛物 线 映射 . 先 做 数值 实验 , 看 看 能 观察 到 什么 
现象 ; 然后 逐一 分 析 这 些 现象 , 把 它们 解释 清楚 . 
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首先 要 为 还 没有 接触 过 线段 映射 的 读者 说 明 ， 怎 样 使 用 这 些 映射 来 描述 时 间 
步 进 的 离散 演化 过 程 . 考虑 一 般 形式 的 线段 I 到 自身 的 映射 


Tnt1 = f (H, Tn), (2.1) 


其 中 f 是 一 个 非 线性 函数 , jy 代表 一 个 或 多 个 参量 , 并 且 要 求 x,, 和 aer 都 属于 
线段 I. 至 于 允许 zn+l 从 线段 I 逃逸 掉 的 情形 , RITHE $8.3 中 再 考虑 . 

若 固定 参量 y 之后, 取 一 个 初 值 zo, 代入 (2.1) 式 右边 , 算出 zi, 再 把 zi 作 
为 新 的 变量 , 计算 z2, …, 如 此 不 断 地 办 代 下 去 : 


zi = f(y, xo), 
Z2 = f(u, 21), 232 
z3 = f (p, £2), es) 
则 能 够 得 出 一 条 轨道 : 
T0, Z1, 72 ii 十 1) t3 (2.3) 


其 中 每 个 zi 是 一 个 轨道 点 . 

这 个 友 代 过 程 可 以 用 图 上 作业 演示 . 为 了 把 每 一 次 迭代 的 结果 变 成 下 一 次 的 
输入 量 ， 可 以 在 图 中 画 一 条 等 分 角 线 ， 并 通过 它 做 一 次 投影 ( 见 图 2.1). 熟悉 这 一 
图 上 作业 之 后 ,可 以 只 在 分 角 线 和 映射 函数 之 间 不 断 作 直线 来 实现 迭代 . 

我 们 主要 关心 轨道 (2.3) 的 长 时 间 行 为 ， 即 迭代 次 数 i 超过 某 个 足够 大 的 N 
以 后 , 极限 集合 {zx} 表现 出 哪些 稳 恒 行为 . 
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图 2.1 线段 映射 的 图 上 作业 


先 排除 c, 最 终 从 线段 7 逃逸 掉 的 情形 . 我 们 可 以 设想 几 种 可 能 性 : 
(1) 从 某 次 迭代 开始 , 所 有 的 c; 都 不 再 变化 , 即 


r;—z', Vi ZN. 


逻辑 记号 v 读 做 “对 于 所 有 ”. zx* 称 为 迭代 (2.1) 的 不 动 点 . 在 图 上 作业 中 , z* 是 
映射 函数 与 分 角 线 的 交点 , 如 图 2.2 所 示 . 

(2) 从 菜 次 迭代 开始 , x; 进入 有 限 个 数字 周而复始 、 无 限 重 复 的 状态 . 例如 , 当 
i> NZJ. 

TNQUTNM06í77;TNFp-1 
和 
TN+p; YN+p+1) Y N-2p-1 

完全 相同 . 这 称 为 周期 p 轨道. 不 动 点 是 p = 1 的 特例 , 有 时 就 叫做 周期 1 轨道. 

图 2.2 中 的 不 动 点 处 于 临界 点 右面 , 用 符号 表示 为 R”. 


zr* 
T 


图 2.2 ”映射 函数 与 分 角 线 相交 处 是 不 动 点 


2.3(a) 和 (b) 分 别 为 周期 2 和 周期 3 轨道 示例 . 图 2.3(a) 中 是 一 条 (RL) 
型 周期 2 轨道 . 图 2.3(b) 是 一 条 (RLL)* 型 的 周期 3 轨道 , 它 的 第 2 个 工 点 很 
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靠近 中 心 点 ， 像 是 一 条 (RLC)” 轨道 , 而 它 的 第 3 个 点 很 接近 右边 界 ， 肉 眼 难以 
区 分 . 


图 2.3 
(a) (RL)?9 型 周期 2 轨道 ; (b) (RLL) 型 周期 3 轨道 


此 外 , 还 存在 着 (RR)” 型 的 周期 2 和 (RLR)* 型 的 周期 3 轨道 . 我 们 以 后 
再 讲 . 

(3) 轨道 点 zi 永 不 重复 , 永 不 进入 任何 周期 状态 . 这 里 还 包含 多 种 不 同 的 可 能 
性 . 

若 盯 住 一 个 zx， 每 迭代 一 定 次 数 , 轨道 点 就 回 到 zx 附近 来 , 如 果 要 求 轨道 点 
更 靠近 re 就 必须 迭代 更 多 次 , 然而 , 任何 轨道 点 都 不 准确 重复 zk 的 数值 ， 这 种 
情形 称 为 准 周期 轨道 . 准 周期 轨道 可 以 用 足够 长 的 周期 轨道 来 相当 好 地 逼近 . 

(4) 与 以 上 三 类 不 同 , 所 有 轨道 点 似乎 随机 地 取 值 , 看 不 出 任何 规律 性 . 取出 
轨道 中 任意 长 的 一 段 , 都 像 是 一 批 在 一 定 范围 内 随机 分 布 的 数字 . 当然 ,偶然 会 遇 
到 某 个 轨道 点 , 其 数值 很 靠近 先前 出 现 过 的 一 个 点 , 但 又 不 准确 相同 . 这 种 靠近 事 
件 的 发 生 间隔 也 无 规律 可 循 . 这 是 一 条 随机 轨道 . 请 读者 注意 , 迭代 (2.1) 是 一 个 完 
全 确定 性 的 演化 方程 , 不 包含 任何 随机 因素 , 但 它 确实 可 能 导致 完全 随机 的 轨道 . 
认识 到 这 种 可 能 性 , 是 20 世纪 数理 科学 的 一 大 进步 . 

还 有 一 种 可 能 的 行为 是 : 轨道 点 像 是 随机 地 取 值 , 但 取出 有 限 长 的 一 段 轨道 点 
进行 精度 有 限 的 观察 时 ， 又 会 发 现 其 中 有 某 些 近 似 的 重复 图 式 或 “结构 ”. 如 果 把 
这 些 近 似 的 重复 图 式 作为 考察 的 单位 ， 则 它们 在 整个 轨道 中 的 出 现 方式 又 是 随机 
的 . 这 是 一 种 混沌 轨道 . 确定 论 系统 中 的 随机 轨道 是 混沌 轨道 的 特例 , 即 其 中 近似 
重复 图 式 的 长 度 为 1, 没有 任何 局 部 结构 . 混沌 轨道 同 任意 长 周期 轨道 比 ， 都 会 发 
生 充 分 大 的 偏离 . 

我 们 针对 上 面 的 分 类 , 做 几 点 评论 . 这 些 评论 将 帮助 读者 理解 ,混沌 动力 学 不 
仅仅 是 数学 , 而 且 离 不 开 物 理 考虑 . 

首先 , 周期 、 准 周期 、 随 机、 混沌 都 是 回归 行为 ， 即 演化 过 程 回 到 曾经 有 过 的 
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状态 附近 . 一 般 说 来 ， 人 类 只 能 关心 回归 行为 ， 从 以 往 的 经 历 预 测 未 来 . “历史 的 
螺旋 式 上 升 ” “似曾相识 燕 归 来 ”， 都 是 指 回归 行为 . 机 械 的 循环 论 当然 更 是 回归 ， 
从 转瞬 即 逝 、 永 不 再 现 的 单 次 事件 中 , 很 难 引申 出 科学 结论 . 数学 家 把 那些 具有 回 
归 性 质 的 轨道 点 并 入 “ 非 游 荡 集 ”, 集中 研究 非 游荡 集 的 行为 . 顺便 指出 , 前 面 列举 
的 各 种 可 能 性 是 否 穷 尽 了 一 切 回 归 行 为 , 是 尚未 严格 证 明 的 数学 问题 . 从 实际 观测 
和 数值 实验 看 , 它们 似乎 囊括 了 主要 的 回归 行为 . 即使 有 其 他 可 能 性 , 也 是 很 难 观 
察 到 ( 即 “ 测 度 为 零 ”) 的 稀有 事件 . 

其 次 , 我 们 关心 迭代 次 数 足够 大 时 的 定常 状态 , 必须 等 待 过 渡 过 程 消 逝 . 过 渡 
过 程 和 定常 状态 都 是 物理 概念 ， 因 为 必须 承认 有 限 的 观测 精度 和 有 限 的 观察 时 间 ， 
或 者 说 实行 “ 粗 粒 化 ”， 才 能 区 分 过 渡 过 程 和 定常 状态 . 如 果 人 允许 有 无 限 的 测量 精 
度 或 数值 精度 , 过 渡 过 程 会 永远 继续 下 去 , 达 不 到 任何 周期 状态 , 除非 一 开始 初 值 
就 精确 地 选 定 在 一 个 周期 点 上 . 前 面 所 讲 , 当 i > N 后 “所 有 zi 都 不 再 变化 ”等 
等 , 都 是 不 可 能 的 . 

观测 精度 总 是 有 限 的 , 而 我 们 又 要 求 从 观测 结果 中 得 出 严格 的 结论 . 实现 这 一 
理想 的 强 而 有 力 的 工具 是 符号 动力 学 . 要 全 面 了 解 符号 动力 学 , 必须 阅读 专门 著作 ， 
例如 文献 [6] 和 [7]. 这 本 书 只 能 对 符号 动力 学 稍 作 介绍 , 为 有 志 深 造 的 读者 做 一 点 
准备 . 

再 有 , 单纯 考察 轨道 点 的 数值 , 不 可 能 严格 和 正确 地 判断 最 终 达到 的 定常 状态 
的 性 质 , 必须 辅 以 刻画 极限 集合 的 各 种 手段 . 这 将 在 本 书 第 7 章 中 叙述 . 

最 后 ， 混 沌 运动 与 周期 轨道 , 特别 是 不 稳定 的 周期 轨道 有 密切 关系 . 在 参量 变 
化 过 程 中 , 非 线 性 系统 往往 先 以 各 种 方式 经 历 一 系列 周期 事件 , 最 后 才 进入 混沌 状 
态 . 这 通常 称 为 “ 通 向 混沌 的 道路 ”混沌 状态 本 身 ， 也 同 无 穷 多 个 不 稳定 的 周期 
轨道 的 存在 有 关 . 因此 , 本 书 将 用 相当 大 的 篇 幅 来 研究 周期 轨道 . 

现在 , 我 们 概括 以 下 研究 线段 映射 时 应 当 回答 的 一 些 主要 问题 . 

(1) 固定 一 个 参量 p, 对 一 切 可 能 的 初 值 所 导致 的 轨道 进行 定性 分 类 ,对 每 一 
类 轨道 进行 刻画 . 

(2) 改变 参量 上 4， 研究 轨道 的 定性 行为 怎样 发 生 突变 ， 从 一 类 跳 到 另 一 类 . 特 
别 是 在 发 生 突变 的 u 值 附 近 , 分 析 突 变 的 性 质 和 机 理 . 

(3) 回答 一 些 整体 性 的 问题 , 例如 固定 参量 上 时 有 多 少 不 同 类 型 的 轨道 可 以 共 
ff, 在 u 的 整个 变化 范围 内 , 会 出 现 多 少 不 同 类 型 的 特定 周期 , 它们 的 先后 顺序 如 
何 , 等 等 . 

(4) 阐明 映射 中 有 无 混沌 轨道 有 哪些 通 向 混沌 行为 的 不 同道 路 ， 比 较 各 种 泥 

(5) 外 噪声 的 影响 , 过渡 过 程 的 分 类 和 刻画 , 等 等 . 

显然 , 靠 归 纳 大 量 数值 结果 , 很 难 完整 地 回答 所 有 这 些 问 题 . 符号 动力 学 能 帮 
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助 我 们 确切 解答 一 部 分 问题 . 对 混沌 运动 的 刻画 还 要 求 发 展 一 些 新 的 概念 和 方法 . 
不 过 ,数值 实验 会 为 我 们 提供 直观 的 素材 ,引导 我 们 正确 地 提出 问题 . 因此 , 我 们 
继续 为 数值 计算 做 准备 . 


82.2 ”稳定 和 超 稳定 周期 轨道 

我 们 已 经 提 到 ,周期 轨道 与 混沌 运动 有 密切 关系 . 不 同 周 期 制度 的 更 蔡 ， 导致 

各 种 通 向 混沌 的 道路 ,混沌 运动 的 细致 刻画 ， 需 要 关于 其 中 不 稳定 轨道 的 详尽 知 
iR. 因此 , 我 们 先 从 轨道 的 稳定 性 入 手 , 介绍 一 些 基 本 概念 . 


最 简单 的 情形 是 不 动 点 或 周期 1 轨道 . 这 时 映射 的 输入 和 输出 数值 相同 , 不 
再 因为 迭代 而 变化 : 


z* = f(u, x"). (2.4) 
这 时 , 我们 可 以 说 , 不 动 点 z* 是 非 线 性 方程 

2 一 JUZ)=0 (2.5) 
的 解 . 求 得 任何 一 个 非 线性 问题 以 后 ， 第 一 个 要 研究 的 问题 就 是 这 个 解 是 否 稳定 . 


研究 的 办 法 是 在 解 附近 做 小 小 的 扰动 , 看 求解 过 程 是 收敛 到 还 是 偏离 开 原 来 的 解 . 
具体 到 方程 (2.4), 我 们 把 迭代 过 程 (2.1) 在 z* 附近 写成 


g" En+1 = f (4, 7 2s En), (2.6) 
其 中 en 和 enyi ERRAR ASZU AA. 把 (2.6) 式 右边 展开 到 e, 的 线性 项 ， 
得 到 


paile] . 
ðr 


Z + ent = f(u, a") 
利用 不 动 点 方程 (2.4) 消去 上 式 两 端 第 一 项 后 , 有 


T=T* 


En Or 


r—z* 


对 于 稳定 的 不 动 点 , en+l 的 绝对 值 必须 小 于 enb 因此 我 们 得 到 不 动 点 的 稳定 条 件 


s= us « 1. (2.7) 


人 一 2Z” 


Ox 


s — 1 是 稳定 边界 ,对 应 
f(uz*)-1 
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和 

f'(u, z") im 
两 种 可 能 性 . BÜUGPASIBUUAT TE. JI ACRI (n. 我 们 以 后 再 详细 分 析 . 稳定 
条 件 (2.7) 成 立 的 最 有 利 情况 是 


_ |9f (ph, x) 


它 只 发 生 在 特定 的 参量 有 处 (注意 , 不 动 点 x" (u) 是 u 的 函数 ). 满足 条 件 (2.8) 的 
轨道 , 特 称 为 超 稳定 不 动 点 或 超 稳 定 周期 1， 由 于 抛物 线 映射 只 在 临界 点 C 处 导 
数 为 0, 它 的 超 稳 定 不 动 点 只 能 是 z* = C. 
对 于 周期 p 轨道 ， 
x2 — f (p, 21), 
$3 = f (p, 22), 
E : (2.9) 

£p = f (H, $51); 

Tı = f(u, Tp) 
可 以 类 似 地 讨论 稳定 性 , 并 引入 超 稳 定 周期 轨道 的 概念 . 这 里 的 关键 是 : p 个 周期 
点 21,22, Ep 中 的 任何 一 个 , 都 是 复合 函数 


f (uz) = fu, fim F(u, 2) ---)) 
的 不 动 点 . 用 我 们 在 (1.25) 式 中 已 经 见 过 的 记号 , 复合 函数 f(?) 可 写成 
fuz) 2 f of o---of(u,z). (2.10) 
— 
共 p 次 
由 于 
zi 一 FO (u, zi), i=1,2, p, 


只 要 把 前 面 关 于 f 的 不 动 点 的 讨论 , 搬 用 到 fO 就 可 以 了 . 于 是 , 周期 p 轨道 的 
稳定 条 件 是 


s= Aen - <i 
回忆 复合 函数 微分 的 链 式 法 则 
dD dg(z) dh(z) 
ERR g h(x) dy EN dz m dz ; 
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用 到 由 同一 个 函数 嫉 套 而 成 的 复合 函数 f(?), 并 且 注 意 到 周期 点 之 间 的 关系 (2.9)， 
得 到 区 
Of en) z) -JI7 (u, zi). 


这 是 取 在 各 周期 点 处 的 一 阶 导数 的 连 乘积 . 
这 样 , 周期 p 轨道 的 稳定 条 件 可 以 写成 


<1, (2.11) 


Si 


而 超 稳定 周期 轨道 发 生 在 使 
lL fb) eu) (2.12) 
的 参量 值 p. 处 . 如 何 计算 特定 的 超 稳 定 周期 轨道 的 参量 ji 将 在 以 后 介绍 (82.5). 对 


于 抛物 线 映射 , 只 有 在 函数 f 达到 临界 点 C 处 才 有 f'(n,C) = 0, 因此 , 超 稳 定 周 
期 轨道 点 中 必 会 临界 点 C. 含有 临界 点 C 的 轨道 一 定 超 稳 定 . 


图 2.4 ee 
纵 轴 是 映射 函数 的 一 阶 导数 f 或 aT : 


从 连续 性 考虑 知道 ,导致 


的 参量 附近 , 一 定 有 它 大 于 0 和 小 于 0 的 区 域 . 常见 的 情形 是 正 导数 的 范围 一 直 延 
伸 到 它 大 于 1 以 外 , 而 负 导 数 的 区 域 也 越过 —1 去 . 这 样 , 就 在 参量 轴 上 划 出 一 个 
s < 0 的 稳定 区 间 (图 2.4). 这 是 对 应 稳定 周期 p 轨道 的 窗口 , 简称 周期 窗口 . 像 图 
2.4 所 示 的 情形 , 右 端 导数 达到 —1 处 将 发 生 从 周期 p 到 周期 2p 的 倍 周期 分 岔 . 周 


期 2p 开始 处 
df» 
dw 


就 像 周期 p 窗口 的 左 端 那样 . 我 们 在 83.1 再 详细 讨论 . 


e (1f = 1, 
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上 面 的 讨论 虽然 以 简单 的 线段 映射 为 例 , 但 它 反 映 了 非 线性 数学 中 线性 稳定 
性 分 析 的 基本 精神 . 诸如 一 阶 导数 决定 线性 稳定 性 、 周 期 轨道 的 讨论 实质 上 归结 为 
不 动 点 等 等 ,都 适用 于 更 复杂 的 非 线性 问题 ,只 是 导数 可 能 换 成 雅 可 比 行列 式 , F 
数 乘积 变 成 矩阵 乘积 而 已 . 


82.3 “分 岔 图 里 的 标 度 性 和 自 相似 性 


对 于 只 有 一 个 参量 的 线段 映射 , 可 以 把 状态 空间 和 参量 空间 画 成 一 张 平面 图 ， 
使 各 种 轨道 行为 一 目 了 然 . 现在 我 们 就 用 数值 计算 和 绘图 表示 的 方法 研究 抛物 线 
映射 

Znt+1 =1— ar, u€(0,2) x € [—1,1]. (2.13) 


用 纵 坐 标 表 示 一 维 相 空 间 , 即 区 间 [—1,1]. 以 横 轴 代表 参量 空间 , 即 有 限 线段 (0, 2]. 
把 参量 范围 等 分 成 200 步 ， 对 每 个 固定 的 参量 值 ， 取 一 个 迭代 初 值 ， 例 如 统一 用 
xo = 0.618 开始 迭代 . 为 了 不 画 过 渡 过 程 , 含 去 最 初 200 个 迭代 值 , 再 把 后 继 的 300 
个 轨道 点 都 画 到 对 应 所 选 参量 的 纵 方 向 上 . 这 样 扫 过 全 部 参量 范围 , 得 到 图 2.5 所 
示 的 分 岔 图 . 


图 2.5 ”一 维 单 峰 映射 (2.13) 的 分 从 图 


为 了 在 计算 机 的 屏幕 上 显示 分 岔 图 , 可 以 使 用 下 面 的 BASIC 程序 : 
10 SCREEN 2: WINDOW SCREEN (0,0)-(639,199):CLS 
20 MSTART-0: MEND-2: N-200 
30 MD-(MEND-MSTART) /N 
40 FOR M-MSTART TO MEND STEP MD: X-0.618 
50 FOR I-1 TO 200: X-1-M*X«X: NEXT I 
60 FOR I-1 TO 300: X-1-M*X«X 
70 PSET (INT (320*M), 200-INT(100* (1+X) ) ) 
80 NEXT I,M: STOP: END 


图 2.5 所 示 的 抛物 线 映射 的 分 岔 图 , 绘制 时 使 用 了 比 上 面 程序 中 更 多 的 点 数 ， 
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以 便 得 到 更 高 的 分 辨 率 和 反映 较 精 细 的 结构 . 现在 让 我 们 按 从 左 到 右 , 也 就 是 参量 
由 小 变 大 的 顺序 来 考察 和 分 析 图 中 出 现 的 各 种 运动 形态 . 

首先 , 从 u — 0 到 j= 0.75( 这 个 值 将 在 下 面 算出 ), 每 个 参量 只 对 应 一 个 z H. 
这 是 不 动 点 或 周期 1 的 范围 . 用 虫口 模型 的 语言 说 , 昆虫 数目 稳定 到 与 参量 有 关 的 
一 定 水 平 上 一 一 当然 , 要 把 z 和 j 都 换算 回 原来 所 用 的 变化 范围 

对 于 抛物 线 映 射 (2.13), 具体 写 出 不 动 点 方程 和 稳定 条 件 


r=1— nz), |2uz*|<1. (2.14) 
由 第 一 个 方程 解 得 不 动 点 z* 与 参量 j 的 关系 
x* = — (2.15) 


它 的 稳定 区 间 是 
—l< Vli+4ux—1<1. 


由 于 uo 0. 上 面 第 一 个 不 等 式 总 成 立 , 而 第 二 个 不 等 式 给 出 


3 
gt 
HET (2.16) 


方程 组 (2.14) 还 有 另 一 个 解 
z* = (—y1 + 4u — 1)/2p, (2.17) 
它 在 整个 参量 区 间 内 都 是 不 稳定 的 . 我 们 以 后 在 86.4 中 还 要 提 到 它 . 

在 m = 3/A 处 , 导数 f/(1,x*) = 一 1, 在 这 里 发 生 第 一 次 分 岔 , 周期 1 变 成 周 
期 2， 分 岔 图 中 一 个 点 分 成 上 下 交替 的 两 个 点 . 这 是 第 一 次 倍 周期 分 岔 . 为 什么 一 
定 要 变 到 周期 2, 而 不 是 其 他 周期 ,以 及 突变 前 后 轨道 稳定 性 的 变化 , 我 们 以 后 还 
要 详细 分 析 ( 见 83.1). 

周期 2 轨道 (zi, 区 ) 满足 


(2.18) 


它 的 稳定 条 件 是 
—1 « Au?z125 < 1. (2.19) 
由 于 任何 不 动 点 z* = f(z*) 也 给 出 周期 2 轨道 ,我 们 应 当 排 除 这 一 平庸 解 , 不 去 
求解 四 阶 方程 (2.18)， 而 只 须 考 虑 
fO (uz) — 
它 的 两 个 解 为 
1 — yApu — 3)/2u, 


st-( 
PERN 73)/2p. pd 
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我 们 看 到 ， 只 有 当 / > 0.75 时 ， 这 才 是 一 对 可 以 观察 到 的 实 根 . 在 j < 0.75 的 区 
域 , 它们 是 在 实数 迭代 中 看 不 见 的 共 轿 复 根 . 稳定 条 件 (2.19) 具体 化 成 


«) Ade 


它 给 出 周期 2 的 稳定 区 间 
3 AX 
和 超 稳定 周期 2 的 参量 值 
[i2 = 1.0. 


超 稳 定点 恰好 落 在 稳定 周期 2 的 参量 区 间 (0.75, 1.25) 的 中 央 . 导数 
x gel (4, z)|z—z- 一 4 一 4u 


在 稳定 区 间 的 两 端 取 值 +1 和 -1,， 后 者 对 应 从 周期 2 到 周期 4 的 倍 周期 分 岔 . 

从 虫口 模型 的 初衷 看 ,周期 2 的 出 现 具有 实际 意义 . 它 表示 虫口 数目 以 2 年 为 
周期 ， 呈 现 多 寡 交 蔡 . 倍 周期 现象 在 客观 世界 中 比较 常见 . 果树 收成 往往 以 2 年 为 
周期 “大 年 ”和 “小 年 ”轮换 . 一 些 大 城市 郊区 的 高 速 公路 上 , 常见 到 以 2 星期 为 
周期 的 交通 阻塞 . 我 国 某 些 地 区 的 生猪 产量 , 也 有 2 年 周期 的 起 落 . 一 般 说 来 , 在 
鼓励 和 抑制 两 种 因素 起 作用 的 过 程 中 , 在 考虑 了 “过 犹 不 及 ”的 模型 里 , 都 有 可 能 
出 现 倍 周期 分 岔 和 更 为 复杂 的 动力 学 行为 . 周期 2 是 较为 容易 看 到 的 制度 . 

现在 继续 考察 分 岔 图 2.5. 在 


H2 = 1.25 


处 发 生 第 二 次 倍 周期 分 岔 ， 周期 2 轨道 失去 稳定 性 ， 同 时 诞生 一 条 稳定 的 周期 4 
轨道 . 周期 4 轨道 的 稳定 范围 比 周期 2 窗 ， 它 只 存在 到 ua = 1.3681.… 处 . D 
点 jn 的 具体 数值 当然 与 映射 函数 有 关 ， 因而 没有 普遍 意义 . 当 映 射 函数 是 低 阶 多 
项 式 时 , 可 以 用 代数 方法 对 低 周 期 轨道 的 稳定 范围 做 细致 的 计算 . 读者 可 以 参看 论 
文 [8]. 

由 周期 2" 到 周期 2"+1 的 分 侈 过 程 ， 会 以 越 来 越 罕 的 参量 间隔 迅速 展开 ,最 
终 在 


Hoo = 1.4011518909205 - -- 
处 达到 无 穷 长 . 这 样 ,从 h =0 到 /= po TETE TH OROBIAY RFI, KANA 


1—2-—»4-—8-—: 16 2*8 i. ios, 


考察 分 岔 图 2.5 右 侧 的 “混沌 区 ”. 从 u= 1.5437 到 = 2, 除了 可 见 和 不 
可 见 的 周期 窗口 外 ， 是 一 个 单一 的 混沌 带 . TEL = 15437... 左边 , 单一 的 混沌 带 
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分 裂 成 上 下 两 个 带 ， 而 在 u= 1.4304.… 处 ， 它 又 分 裂 成 4 个 带 . 换 一 种 说 法 , 在 
u= 1.4304.… 处 4 带 合 并 为 2 带 , 在 /= 1.5437… 处 2 带 合并 为 1 带 , TIE u= 2 
处 1 带 区 结束 (1 0). 这样, 在 uso 的 右面 , 存在 着 一 个 2" 一 2^-1 的 混沌 带 的 
倍 周期 合并 序列 : 


BO rr 3 1 0, 


我 们 在 表 2.1 中 给 出 抛物 线 映 射 (2.13) 倍 周期 分 侈 序列 的 超 稳定 参量 , 以 及 倍 
周期 合并 序列 的 合并 点 参量 值 . 这 些 参 量 数值 是 用 以 后 将 介绍 的 字 提 升 法 ( 见 82.5 
和 86.5) 计算 出 来 的 . 混沌 带 的 合并 问题 也 将 在 86.5 中 再 详细 研究 . 


表 2.1 倍 周 期 分 岔 序列 和 带 合并 序列 的 参量 值 


n 周期 超 稳定 周期 点 2n 一 2n—-1 带 合并 点 
0 1 0 2.0(1 一 0) 

1 2 1 1.54368901 - - - 
2 4 1.31070904 - - - 1.43035763 - - - 
3 8 1.38154748 - - - 1.40745011 --- 
4 16 1.39694535 - - - 1.40249217 -+ - 
5 32 1.40025308 - - - 1.40144149 - - - 
6 64 1.40096196 - - - 1.40121650 .…. 
7 128 1.40116832 -- 1.40116832 - -- 
8 256 1.40114632 -. - 1.40115800 - - - 
9 512 1.40115329 . 1.40115570 --- 
10 1024 1.40115478 - - 1.40115531 --- 
11 2048 1.40115510- 1.40115521 --- 
12 4096 1.40115517 --- 1.40115195 --- 
13 8192 1.40115518 .… 1.401155190 - .- 
14 16384 1.40115518 --- 1.401155189 - - - 
oo oo 1.40115518909205 . - - 


考察 表 2.1 中 的 数值 , 会 清楚 地 看 到 两 组 参量 收敛 到 同一 个 极限 值 uuu. 事实 
E, 上面 两 种 序列 在 参量 空间 和 相 空 间 中 都 表现 出 有 趣 的 标 度 性 质 . 早 在 1958—1968 
年 期 间 , 芬兰 数学 家 麦 博 格 (P. J. Myrberg) 就 对 这 些 序列 进行 过 研究 四 . 美国 物理 
学 家 费 根 饱 姆 (M. J. Feigenbaum) 进一步 发 现 了 刻画 标 度 性 质 的 两 个 普 适 常数 5 
和 o. 并 且 借 助 相 变 理论 中 的 重 正 化 群 方法 , 确切 解释 了 这 两 个 常数 , 给 出 了 计算 
它们 到 任意 精度 的 办 法 Ll. 因此 , 在 欧洲 文献 中 , 有 时 把 倍 周期 分 岔 序列 称 为 “ 麦 
博 格 序列 ”, 而 在 美国 文献 中 又 往往 叫做 “ 费 根 鲍 姆 序列 ””. 

我 们 将 在 本 书 第 3 章 叙 述 重 正 化 群 方法 . 这 里 先 从 数值 结果 出 发 , 阐明 刚才 
提 到 的 标 度 性 质 , 为 以 后 的 讨论 做 些 准备 . 

首先 是 分 兮 参量 uu, 收敛 到 po 的 速率 . 由 于 每 两 个 分 岔 参量 中 间 夹 着 一 个 超 
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稳定 周期 点 An» 


Hn < lin < Anzi, Vn, 
这 两 个 序列 的 收敛 速率 是 相同 的 . 超 稳定 点 参量 in 容易 用 字 提 升 法 求 出 . 我 们 就 
用 这 些 参量 值 来 估算 收敛 速率 . 费 根 鲍 姆 发 现 , in 按 几何 级 数 收敛 到 joc: 
lin = Hæ- £, (2.21) 
其 中 4 是 依赖 于 映射 了 的 常数 , 而 5 是 不 依赖 于 /的 普 适 常数 "， 
0 = 4.6692016091029906718532038 .…. 


为 了 检验 这 一 收敛 规律 , 可 取 表 2.1 中 的 数值 , 计算 比值 
jn dc He t 
Hn+1 一 Hn+2 
可 以 看 出 , ôn 趋向 极限 0. 当然 , 用 这 种 方法 不 能 求 得 很 多 位 有 效 值 . 上 面 给 出 的 
高 精度 数值 是 用 按 不 稳定 周期 展开 的 办 法 求 得 的 [11l. 
不 难 验证 , K 2.1 中 的 混沌 带 合并 点 参量 也 按 同一 方式 收敛 到 jo， 收敛 速率 
也 由 同一 个 普 适 常数 6 决定 . 
其 次 , 为 了 考虑 倍 周期 分 岔 序列 在 相 空 间 中 的 标 度 性 质 , 可 在 各 个 超 稳定 周期 
点 定义 一 些 几 何 尺寸 . 在 超 稳 定 周期 2 处 , 两 个 周期 点 之 间 的 距离 是 4, = 1. 在 超 
稳定 周期 4 处 , 四 个 周期 点 的 上 下 两 对 之 间 的 距离 是 121 = 0.12653, 122 = 0.31070. 
在 超 稳 定 周期 8 处 ， 从 上 到 下 的 四 对 周期 点 之 间 的 距离 是 la = 0.01933. 142 = 
0.0519, /43 = 0.11829 和 144 = 0.0529， 等 等 . 这 些 距离 之 间 可 以 定义 一 批 比值 , 例 
s l 122 l2 la 


AX noe, SR gag T 343, 268, 
122 l2 l42 l42 


等 等 . 沿 着 分 岔 序列 的 任何 一 支 ,都 可 以 计算 相 邻 两 组 周期 点 之 间 的 类 似 的 距离 比 
值 ， 它 的 数值 在 2.50 附近 . 应 当 指 出 ， 这 里 描述 的 过 程 并 不 严格 地 趋向 同一 个 极 
限 , 而 只 是 表明 存在 着 大 致 成 立 的 标 度 关系 . 我 们 以 后 要 用 重 正 化 群 方程 来 定义 一 
个 标 度 因子 , 它 的 精密 数值 是 2 


Q = 2.50290787509589282228390287 - …. 


我 们 给 出 如 此 精密 的 5 和 a 数值 ， 并非 由 于 实践 中 有 这 么 高 的 要 求 , 而 是 要 表明 
科学 认识 的 深度 . 正如 圆周 率 x 的 数值 , 当今 工业 实践 的 要 求 未 必 超 过 “ 祖 率 ”( 祖 
CD 5 的 数值 与 映射 函数 在 临界 点 的 行为 有 关 , 这 里 给 出 的 5 值 对 二 次 临界 点 是 普 适 的 , 详情 见 83.5. 费 


根 鲍 姆 10] 最初 给 出 14 位 有 效 值 , 这 里 给 出 的 26 位 数值 引 自 文献 [11]. 
O 费 根 鲍 姆 [10] 最 初 只 正确 给 出 13 位 有 效 值 , 这 里 的 数值 引 自 文献 [11]. 
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冲 之 , 公元 429—500 F, 他 计算 出 圆周 率 在 3.1415926 和 3.1415927 之 间 )， 而 现代 
科学 却 有 能 力 把 x 计算 到 数 亿 位 . 圆周 率 数 值 的 精确 化 , 是 科学 的 要 求 和 进步 , 而 
不 是 技术 的 需求 . 

我 们 借助 具体 的 抛物 线 映 射 , 引进 了 收敛 速率 5 和 标 度 因 子 a, 它们 的 普遍 意 
义 远 远 超过 一 维 映射 . 在 许多 包含 耗 散 的 高 维 非 线性 系统 中 , 只 要 出 现 倍 周期 分 命 
序列 ， 就 会 遇 到 同样 的 普 适 常数 . 同时 , 我 们 也 要 指出 , 这 类 “ 普 适 ”常数 其 实 有 
无 穷 多 组 , 费 根 鲍 姆 所 观察 到 的 只 是 其 中 的 第 一 组 , 也 是 最 容易 看 到 的 一 组 . 我 们 
将 在 84.5 中 研究 1 倍 周期 序列 时 再 回 到 这 个 问题 . 

分 岔 图 2.5 中 还 包含 着 许多 自 相 似 结构 . 例如 , 取出 从 周期 2 窗口 起 点 到 2 1 
带 合 并 点 的 一 段 分 岔 图 的 上 半 支 (或 下 半 支 ), 适当 放大 a? fi (或 a 倍 ), 都 可 以 得 
到 同 整 个 分 岔 图 相似 的 图 形 . 再 如 , 1 带 区 最 宽 的 空 阶 , 其 开始 处 (1 = 1.75) 为 一 
个 周期 3 窗口 . 这 个 周期 3 随后 发 生 倍 周期 分 岔 , 导致 一 个 周期 3 x 2^ 的 序列 . 序 
列 中 各 次 分 岔 点 或 超 稳 定点 也 收敛 到 一 个 极限 点 , 收敛 速率 也 由 同一 个 普 适 常数 6 
决定 . 越过 极限 点 之 后 ， 有 一 个 由 3 x 2n+1 合并 到 3 x 27 混沌 带 的 序列 . 换言之 ， 
这 里 有 上 、 中 、 下 三 组 倍 周期 分 岔 序列 和 相应 的 混沌 带 合并 序列 . 利用 本 节 前 面 给 
出 的 BASIC 程序 , 适当 改变 参量 范围 , 可 以 取出 分 命 图 2.5 的 一 小 部 分 加 以 放大 . 
图 2.6 就 是 /= 1.76 到 /= 1.86 的 分 岔 图 , 它 包含 了 上 面 描述 的 结构 . 从 图 中 上 、 
中 、 下 三 支 任 取 一 支 , 适当 改变 比例 ,都 可 以 得 到 与 整个 分 侈 图 2.5 相似 的 图 形 . 

刻画 自 相似 结构 的 严格 方法 ， 要 使 用 符号 动力 学 中 的 * 合成 法 则 . 我 们 将 在 
82.6 中 稍 做 介绍 . 图 2.6 中 还 有 一 个 值得 注意 的 现象 , 这 就 是 混沌 带 的 尺寸 在 = 
1.790327 处 发 生 突变 ， 由 密 致 的 三 带 突 然 成 为 稀疏 的 单 带 . 这 称 为 混沌 吸引 子 的 
“爆炸 ”或 “ 激 变 ”, 我 们 以 后 再 详细 讨论 . 总 而 言 之 , 周期 3 的 窗口 和 它 后 面 的 混 
沌 带 ， 从 开始 到 结束 ， 有 一 系列 丰富 的 现象 . 这 些 现象 其 实在 内 在 混沌 带 里 的 每 个 
窗口 处 都 重复 发 生 , 只 不 过 在 周期 3 附近 看 得 最 清楚 . 我 们 将 用 整个 第 4 章 研究 这 
些 现 象 . 

最 后 , 我 们 还 要 指出 (细心 的 读者 可 能 早 就 注意 到 的 ) 一 个 现象 : 在 分 岔 图 2.5 
和 图 2.6 中 ,有 一 些 清 晰 可 见 的 暗 线 从 混沌 区 中 穿 过 , 它们 时 而 彼此 相交 ,时 而 成 
为 混沌 带 的 边界 . 

概括 起 来 说 ， 从 仔细 考察 反映 数值 结果 的 分 岔 图 ,可 以 提出 许多 问题 . 例如 : 

(1) AMT A A AES f? 如 何 解释 倍 周 期 分 伟 序 列 的 标 度 性 质 ， 如 何 计 
算 普 适 常 数 5 和 a? 

(2) 怎样 刻画 分 侈 图 里 的 自 相 似 结构 ? 

(3) 怎样 解释 混沌 区 中 的 周期 轨道 ? 它们 的 数目 有 多 少 ? 它们 的 出 现 顺 序 有 什 
么 规律 ? 怎样 确定 每 个 周期 窗口 的 参量 数值 ? 

(4) 怎样 解释 穿 过 混沌 区 的 暗 线 ? 能 不 能 写 出 这 些 暗 线 的 方程 ? 


28 第 2 章 ”抛物 线 映射 


RLL(RLRyR* RLL(RL)R* 
RLL(RLR)* | RLL(RLR)R= 


1.76 u 186 
图 2.6 周期 3 窗口 附近 的 分 岔 图 


本 书 将 要 回答 所 有 这 些 问题 . 我 们 先 从 最 后 一 个 , 也 是 最 简单 的 暗 线 问题 入 手 . 
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下 面 将 要 给 出 的 解释 , 适用 于 一 切 一 维 线段 的 映射 , 而 不 限于 抛物 线 映射 . 因 
此 , 我 们 使 用 一 般 形式 的 映射 


Zn+l = f (H, va) (2.22) 


来 做 说 明 . 映射 (2.22) 是 一 个 从 数字 到 数字 的 变换 . 我 们 利用 它 来 定义 一 个 从 函数 
到 函数 的 变换 . 取 映 射 的 一 个 临界 点 C. 即 函数 达到 极 大 值 或 极 小 值 ， 导 数 为 0 的 
点 . 抛物 线 映 射 (2.13) 只 有 一 个 临界 点 C = 0. 首先 , 定义 一 个 恒 等 于 常数 的 初始 
函数 

Po(u) =C, (2.23) 
然后 , 借助 映射 函数 (2.22) 来 递归 地 定义 一 套 函 数 


Pa4a(u) = f(u, P.(u)), n= 0,1,2,- (2.24) 


82.4. DER PE ERI RUE 29 


这 样 我 们 就 有 了 一 个 函数 族 {P,(n)}>2o， 如 果 映 射 函 数 f(y, x) 具有 多 个 临界 点 
GOX i — 1 2….)， 就 定义 多 个 函数 族 
BP, 


i 2.25 
PO (u) = f (u, PP? (p). (2.28) 
我 们 的 结论 是 : 
(1) P, (u) 就 是 分 人 图 中 所 有 瞳 线 和 混沌 带 边界 的 函数 ， 
(2) 方程 
P.(u) =Q (2.26) 


在 一 定 区 间 内 的 实 根 fi 给 出 所 有 超 稳定 周期 ”轨道 的 参量 值 . 

结论 (2) 是 很 容易 说 明 的 . 我 们 从 82.2 已 经 知道 ， 超 稳定 周期 轨道 一 定 含 有 
临界 点 C， 而 每 个 周期 点 都 是 复合 函数 f( (usa) 的 不 动 点 . 因此 , 由 C 出 发 , 经 
过 n 次 迭代 一 定 回 到 C, 

C = fete). 
使 用 (2.24) 式 的 记号 ， 这 就 是 方程 (2.26). 不 过 , 我 们 将 会 看 到 ， 求解 方程 (2.26) 
并 不 是 计算 超 稳 定 周期 点 的 最 好 办 法 

为 了 说 明 结 论 (1), 我 们 先 回 想 一 个 中 学 物理 问题 . 

“ 赤 橙 黄 绿 青 蓝 紫 ， 谁 持 彩 练 当 空 舞 ? ”怎样 解释 雨 后 斜 阳 映 出 的 彩虹 ? 取 一 
滴水 珠 , 考虑 一 东阳 光 在 其 中 的 折射 和 反射 (图 2.7). 光束 从 前 壁 的 气 水 界面 经 过 
折射 , 进入 水 珠 , 在 后 壁 受 到 反射 , 再 经 过 一 次 折射 穿 出 水 珠 . 只 要 知道 光 的 折射 
律 和 反射 律 , 利用 图 2.7 中 的 简单 三 角 关 系 , 容易 得 到 出 射 和 入 射 光 束 夹 角 9 与 有 
关 几 何 和 物理 参量 (折射 率 n) 的 关系 . 只 要 折射 率 与 波长 有 关 , 即 存在 色散 , 同一 
束 入 射 光 中 不 同 颜色 的 光线 ,就 会 按 稍稍 不 同 的 角度 出 射 . 水 珠 的 作用 与 三 棱镜 相 
像 , 这 就 解释 了 虹 的 成 因 . 


图 2.7 光束 在 水 珠 中 的 折射 和 反射 


然而 , 这 并 不 是 一 个 完全 的 解释 . 它 忽 略 了 一 个 重要 的 几何 因素 : 太阳 光线 以 
不 同 的 瞄准 距离 (图 2.7 中 的 5) 进入 水 珠 . 决定 出 射 角 9 的 参量 还 有 一 个 几何 比 
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值 z= 5/R, 其 中 n 是 水 珠 的 半径 . 即使 取 一 束 单 色 光 , 折射 率 n 是 个 常数 ， 从 不 
同 瞄准 距离 入 射 的 光束 也 要 以 不 同 的 角度 9 出 射 . 

这 是 两 种 作用 相反 的 效应 . 折射 率 的 色散 , 使 得 不 同 颜色 的 光线 分 开 . 不 同 的 
瞄准 距离 , 使 同一 种 颜色 的 光束 弥散 开 , 抵消 了 色散 的 效果 . 人 们 究竟 为 什么 还 能 
看 到 虹 呢 ? 为 了 得 到 正确 答案 , 我 们 须要 看 一 看 出 射 角 9 与 折射 率 n 和 瞄准 距离 
Zz —ó/R 的 函数 关系 . 一 位 爱好 物理 、 知 道 平面 三 角 关 系 的 高 中 毕业 生 应 当 能 够 自 
己 推导 出 下 面 的 式 子 : 


9 = 2arosin f e ET z?)(1 25 Ja). (2.27) 


原来 ,固定 n 之 后 , 9 与 x 的 关系 是 同 抛物 线 相似 的 单 峰 函 数 . 图 2.8 是 取 n = 
1.3( 大 致 为 水 的 折射 率 ) 画 出 的 曲线 . 不 难看 出 ， 如 果 取 100 条 瞄准 距离 按 等 间隔 
分 布 的 入 射 光 束 ,它们 的 出 射 角 不 再 按 等 间隔 分 布 ,而 是 集中 到 函数 极 大 值 ze 所 
对 应 的 0. 附近 . 如 果 取 连续 均匀 分 布 的 入 射 光 , 则 出 射 光 的 分 布 会 在 9 < 0. 一 侧 
形成 无 限 的 尖峰 . 正 是 被 这 个 尖峰 所 强调 出 来 的 那 部 分 光线 , 才 给 出 眼睛 看 到 的 虹 
的 颜色 . 为 了 确定 bo WERE rz， 即 求解 

db 

à; 
XF n = 1.3, 可 以 求 得 9. = 42.5. 这 个 角度 在 说 明 与 彩虹 有 关 的 许多 现象 时 都 会 
出 现 . 


0.0 
0.0 rz 10 


图 2.8 ”函数 (2.27) 的 形状 


为 了 说 明 虹 , 我们 考察 了 单 峰 函数 (2.27) 的 一 次 迭代 . 在 非 线性 动力 学 中 , 要 
反复 使 用 映射 (2.22)， 当 参量 u 处 于 混沌 区 时 ， 轨 道 点 的 分 布 趋 近 某 种 连续 分 布 
(我 们 以 后 在 86.2 中 要 讲 到 它 )， 每 经 过 一 次 迭代 ,映射 函数 的 极 大 或 极 小 值 附 近 
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就 会 增加 一 个 无 穷 的 尖峰 . 它们 给 出 分 兮 图 中 的 暗 线 . 因此 , 为 了 写 下 上 暗 线 的 方程 ， 
只 须 跟踪 临界 点 C 的 历次 迭代 值 . 
正 因为 在 0. 处 映射 达到 极 大 值 , 迭代 结果 只 能 落 到 9 «0. 半边 , 使 尖峰 本 身 
对 于 抛物 线 映 射 (2.13), 函数 Palu) 都 是 u 的 多 项 式 . 前 几 个 多 项 式 是 : 
Po(u)=0, 
Pi(u) —1, 
Po(u)-1-— p, 
P(u) -1— nu 29? — u$, 
Pi(u) —-1— n -- 29? — 5p? + 60^ — 6p? + Au — p", 
P;(u)=1 — p + 24? — 5g? 十 1410 — 264? + A446 — 69u" 
十 9418 — 1144? + 11649 — 9441! 十 604? 
一 28113 + Sy — p15, 


P(n) REIER EXE, Plu) RADERAR, Piu) 是 2 带 区 上 
半 的 下 边界 ，Pi(n) 是 2 带 区 下 半 的 上 边界 , 等 等 . 

图 2.9 中 画 出 了 P 到 PB 的 曲线 . 由 图 看 出 , 不同 的 曲线 在 一 些 点 相交 或 相 
切 . 最 清楚 的 相 切 点 发 生 在 超 稳 定 周期 2 和 周期 3 处 . 其 实 , 任何 一 组 相 切 都 对 应 
一 个 超 稳 定 周期 轨道 . 

图 2.9 中 从 左 往 右 看 , PP, (1) 曲线 的 第 一 个 相交 点 发 生 在 u=2 处 . 除了 Po 和 
P, 以 外 ， 所 有 其 他 曲线 都 从 这 一 点 通过 . 下 一 个 清楚 的 相交 发 生 在 两 个 混沌 带 合 
并 为 单 带 处 , BI u= 1.5437.… 时 , 除了 Pos Pi; 已 之 外 , 所 有 的 Pu) 都 在 这 里 
相交 . 在 四 个 混沌 带 合 并 为 两 带 处 , 有 上 、 下 两 个 相交 点 , 在 上 面相 交 的 是 所 有 的 
Pn_1， 而 在 下 面相 交 的 是 各 个 Pn 这 里 ”> 3. 事实 上 , 每 一 个 相交 点 都 有 一 条 
已 经 失 稳 的 周期 轨道 穿 过 . 我 们 以 后 讨论 粗 粒 混沌 时 还 会 回 到 这 些 相 交点 来 (86.5). 
不 难 证 明 : 只 要 有 两 条 Palu) 曲线 在 p 相交 ,就 会 有 无 穷 多 条 更 高 阶 的 曲线 在 此 
点 与 它们 相交 ; 只 要 有 两 条 曲线 在 p 处 相 切 ， 就 会 有 无 穷 多 条 更 高 阶 的 曲线 在 此 
与 它们 相 切 . 

我 们 之 所 以 在 暗 线 的 方程 上 用 了 这 么 多 笔墨 ， 是 因为 它们 包含 一 些 重要 的 启 
示 . 上 暗 线 代 表 连 续 分 布 中 的 奇异 性 ， 具有 相当 普遍 的 意义 . 声学 和 光学 系统 中 的 焦 
点 和 散 焦 线 , 也 属于 类 似 的 奇异 性 . 它们 很 可 能 有 助 于 理解 湛 流 运动 随机 背景 上 的 
大 尺度 结构 . 

分 命 图 中 暗 线 的 解释 , 最 先 在 文献 [12] 中 给 出 , 后 来 还 有 一 些 作者 讨论 过 ( 例 
如 文献 [13]). 
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2.9 ”描述 暗 线 的 Pn (jw) 曲线 
n=0,1,...,8 
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现在 回 到 82.3 末尾 提 到 的 另 一 个 问题 : 怎样 计算 周期 轨道 的 位 置 , 也 就 是 计算 
其 参量 的 数值 . 我 们 由 $2.2 中 的 讨论 已 经 知道 , 对 于 连续 光滑 的 映射 函数 f (usa), 
在 每 个 周期 窗口 区 间 的 中 部 有 一 条 超 稳 定 周期 轨道 . 确定 了 超 稳 定 轨道 的 参量 值 ， 
窗口 的 位 置 也 就 基本 上 确定 了 . 

事实 上 , 我 们 已 经 见 过 两 种 计算 超 稳 定 周期 轨道 参量 值 的 方法 . 

第 一 种 方法 ,从 定义 出 发 , 求解 周期 轨道 (2.9) 和 超 稳定 条 件 (2.12) 的 联 立 方 
FEH. 费 根 鲍 姆 当年 就 使 用 了 这 种 方法 [70l. 

第 二 种 方法 , 求解 瞳 线 方程 (2.25). 计算 集中 到 参量 y 本 身 , 不 再 涉及 用 处 不 
大 的 轨道 点 zl, zx2,…, zp 的 数值 ， 因而 减少 了 工作 量 . 

Am. SAW p 较 长 时 , 往往 对 同一 个 p 就 存在 着 大 量 不 同 的 解 . 例如 , 抛物 
线 映射 (2.13) 有 93 个 不 同 的 超 稳 定 周期 11 的 轨道 , 而 不 同 的 超 稳 定 周 期 26 轨 
道 , 数目 超过 129 万 个 . 任何 目前 已 知 的 数值 方法 , 都 不 能 处 理 前 面 两 种 方法 所 导 
致 的 高 阶 方程 组 ,， 从 数值 上 区 分 靠 得 这 么 近 的 轨道 参量 . 

下 面 , 我 们 介绍 一 种 简单 有 效 的 方法 一 一 FEME. 它 同时 有 助 于 熟悉 线段 
映射 的 符号 字 描 述 , 为 今后 学 习 符号 动力 学 做 一 些 准 备 . 
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省 去 固定 的 参量 / 不 写 , 每 选 定 一 个 初 值 zo， 就 迭代 出 一 条 数值 轨道 : 
To, 
Tj = f (xo). 
s= f (zi) = f? (zo), (2.28) 
Tn = f(2n-a) ES f™ (ao). 
对 于 单 峰 映射 , 这 些 轨道 点 无 非 落 在 线段 的 右 半 (局 )、 左 半 (D). 或 中 点 (C). 参看 
图 1.5. 我 们 不 去 关心 轨道 点 的 具体 数值 , 而 只 根据 x; 的 位 置 , 把 它 与 某 个 字母 对 
应 , 即 令 每 一 个 x; 对 应 一 个 符号 s;， 


R 3G; 
Si = C, Ti = C; (2.29) 
L, ti < C. 


这 样 . 数值 轨道 (2.28) 就 对 应 成 一 个 符号 序列 . 我 们 做 一 项 对 今后 很 有 用 的 约定 : 
用 初 值 zo 作为 相应 符号 序列 的 名 字 , 即 写成 


To = §08182'"' Sm 一 187m (2.30) 
从 zo 经 过 一 次 迭代 得 到 z1, 用 zi 作 初 值 的 序列 是 
TL1 = 818283 Sm 一 18S7……， 


从 给 定 的 符号 序列 中 , 舍 去 第 一 个 符号 , 得 到 另 一 个 符号 序列 , 这 种 操作 称 为 符号 
序列 的 移 位 (shift, 我 国 数学 界 有 时 称 为 转移 ). 映射 的 迭代 , 相当 于 符号 序列 的 移 
位 . 这 个 简单 的 事实 , 对 于 理解 符号 动力 学 具有 根本 意义 . 

一 般 说 来 , 数值 轨道 与 符号 序列 是 多 一 对 应 的 . 许多 不 同 的 数值 轨道 , 可 以 对 
应 同一 个 符号 序列 ， 而 不 同 的 符号 序列 ， 一 定 对 应 不 同 的 数值 轨道 . 正 是 这 种 “多 
一 对 应 ”提供 了 对 全 部 轨道 进行 分 类 的 可 能 性 . 

现在 考虑 如 何 把 (2.28) 式 右 边 最 后 一 个 关系 逆 过 来 , 写成 


qo = I CS. 


我 们 不 能 简单 地 这 样 做 ， 因 为 非 线性 函数 f(z) 的 道 函数 是 多 值 的 .让 我 们 明确 地 
标 出 函数 f(z) 的 单调 支 : 在 线段 L 上 的 单调 上 升 支 记 为 fn. 在 线段 R 上 的 单调 
下 降 支 记 为 fr( 参 看 图 1.5). 注意 ,函数 的 单调 支 由 自 变 量 的 位 置 决定 , 因此 所 附 
加 的 下 标 就 是 自 变量 对 应 的 字母 . 这 样 , 数值 序列 (2.28) 的 更 确切 的 写法 是 


To, T1 = Foo (20). $2 = fo (Br)s En = fani n), 9, 
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其 中 si 就 是 按 (2.20) 式 规定 的 符号 . 现在 就 可 以 把 (2.28) 式 一 步 一 步 地 逆 过 来 ， 
写成 


zo — fa (21) = fa o fa (z2) =- 


— faf 9o fuz). (2.31) 


这 里 再 次 使 用 了 复合 函数 的 记 法 , 见 (2.10) R. 为 了 简化 记号 , 我 们 做 一 个 重要 约 
XE: 用 逆 函 数 的 下 标 做 它 的 名 字 , 即 令 


s(y) = f; (y). (2.32) 
TAE. (2.31) 式 成 为 


Z0 一 50oslos2o.…osn 1(z4). (2.33) 

这 是 一 个 逆 函 数 的 媒 套 关系 ,其 中 每 个 字母 必须 按 (2.32) 式 理解 成 一 个 单调 的 逆 
函数 支 , 它们 按照 符号 序列 (2.30) 的 顺序 出 现 . 

这 样 , 我 们 写 下 了 三 件 事 之 间 的 对 应 关系 : 数值 轨道 (2.28), 符号 序列 (2.30)， 
以 及 复合 函数 (2.33). 这 种 对 应 关系 的 第 一 个 用 途 , 就 是 给 出 求 超 稳定 轨道 参量 值 
的 字 提 升 法 . 不 过 , 在 讲解 字 提 升 法 之 前 , 我 们 要 先 澄清 文献 中 一 种 容易 引起 误解 
的 说 法 . 

一 维 线段 的 映射 往往 被 称 为 不 可 逆 映 射 , 而 二 维 以 上 映射 则 是 可 逆 的 (只 要 相 
应 雅 可 比 算 阵 的 行列 式 不 为 零 ). 这 里 的 “不 可 逆 ” 主 要 指 由 函数 的 多 值 性 而 导致 
的 逆 轨 道 的 非 唯 一 性 , 与 非 平衡 物理 现象 中 的 不 可 逆 性 没有 关系 . 诚然 , 一 维 线段 
映射 有 许多 是 高 维 映射 含有 耗 散 所 导致 , 因而 是 物理 上 不 可 逆 的 极限 , 但 多 数 高 维 
的 可 逆 映 射 (只 要 雅 可 比 行列 式 小 于 1 ) 也 是 描述 不 可 逆 物 理 过 程 的 . 其 实 , 逆 函 
数 多 值 性 所 导致 的 一 维 线段 映射 的 “不 可 逆 性 ”, 很 容易 用 符号 描述 排除 , (2.33) 式 
就 是 逆 关 系 . 

以 函数 f 作用 到 (2.33) 式 两 端 , 得 


f(xo) = s10 $2 0-0 sn_1(Tn). 
对 于 一 条 超 稳 定 的 周期 n 轨道 , 可 以 取 zo = zn = C. 于 是 
f(C) = s10 820---0Sn-1(C). 


这 就 是 说 , 任何 对 应 超 稳 定 轨道 的 周期 序列 (xi), 其 中 x 是 不 含 字母 C 的 符号 
串 ， 都 可 以 立即 提升 为 方程 
F(C) = XC), (2.34) 


其 中 3() AERA EUH VF RERCEE TU EET AEn E ORC. 这 就 是 字 提 升 法 . 
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我 们 看 几 个 具体 例子 . 由 以 后 要 介绍 的 符号 动力 学 知道 , 抛物线 映射 中 周期 5 
以 内 的 超 稳定 周期 序列 只 有 下 面 这 些 (参见 后 面 的 表 2.2): 


周期 2 RC 

周期 3 RLC 

周期 4 RLRC,RLLC 

周期 5 RLRRC,RLLRC,RLLLC 


为 了 得 到 它们 的 参量 值 , 应 当 分 别 求解 提升 得 到 的 方程 


f(C)=R(C), 

f(C) - R o L(C), 
f(C)- RoLo R(C), 
f(C)- Ro LoL(C), 
f(C)- RoLoRoR(C), 
f(C)- Roe LoLo R(C), 
f(C)- Ro LoLoL(C). 


对 于 抛物 线 映 射 ， 比 较 方便 的 函数 形式 是 (1.20), 即 
y-—f(mz)-u-z, (2.35) 
这 时 两 支 逆 函数 分 别 为 


R(y)= fa (Y) = Vu — y, 
L(y)= fi (y)  -Vn-y. 


而 临界 点 C = 0. f(C) = u. 具体 写 出 对 应 周期 5 的 三 个 方程 


(2.36) 


L—A Bt JB — yH- VH, 
n- n n yu- Vi. (2.37) 
求解 这 些 方程 的 办 法 ,是 把 它们 变 成 迭代 关系 


Hnt1= AJ Hn + y Hn + v Hn 一 VEn, 
Dmn4 — AJ Hn + AJ HUn + y HUn + VEn, 
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初 值 uo 可 以 在 区 间 (us, = 1.40115, 2) 上 任意 取 . 迭代 过 程 很 快 收敛 ,结果 是 : 


RLR?C: j-1.62541..., 
RL?RC: ñ= 1.86078---, 
RLC: ñ= 1.98542... 


前 面 $2.3 中 表 2.1 开 列 的 倍 周期 分 岔 序列 的 超 稳 定 周期 参量 数值 ， 都 是 用 字 提 升 
顺便 指出 , 如 果 把 (2.37) 各 式 乘 方 四 次 , 消除 其 中 开 方 运算 , 则 三 个 式 子 都 回 
到 同一 个 方程 
Ps(u) = 0, 


其 中 psu) 是 由 (2.23) 式 决定 的 暗 线 方程 之 一 . 这 就 是 回 到 方程 (2.25)， 重 新 遇 到 
原来 的 数值 困难 . 
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上 一 节 中 , 使 用 符号 描述 导出 了 计算 超 稳 定 周 期 参量 的 字 提 升 法 , 但 是 , 并 没 
有 建立 符号 动力 学 . 符号 动力 学 是 在 有 限 精度 下 描述 动力 学 行为 的 严格 方法 . 它 的 
基本 概念 适用 于 任何 高 维 的 动力 系统 , 然而 , 只 有 在 低 维 情形 下 才能 发 展 出 丰富 的 
内 涵 . 建立 一 维 的 符号 动力 学 , 至 少 要 求 : 

(1) 给 出 符号 序列 的 排序 规则 . 

(2) 给 出 允 字 条 件 , 即 判断 任意 给 定 的 符号 序列 能 否 对 应 动力 学 中 实际 存在 的 
轨道 . 

(3) 给 出 产生 一 定 长 度 内 所 有 的 允许 序列 的 方法 , 或 在 两 个 给 定 的 允许 序列 之 
间 生 成 中 介 序 列 的 方法 . 

(4) 由 已 知 的 较 短 的 允许 符号 序列 产生 更 多 、 更 长 的 合法 序列 的 “合成 法 则 ”. 

(5) 用 符号 序列 对 周期 和 混沌 轨道 进行 刻画 , 按 符号 序列 计算 拓扑 粹 、 复 杂 性 
FREE. 

(6) 给 出 各 种 不 同 周期 轨道 的 数目 和 总 数 . 
这 些 规则 和 方法 , 应 当 不 局 限于 抛物 线 映 射 ， 而 且 能 够 推广 到 更 复杂 的 情形 . 

目前 , 一 维 映射 的 符号 动力 学 已 经 发 展 成 有 丰富 内 容 的 专门 领域 , 我们 称 之 
为 “实用 符号 动力 学 ”I6, "1. 二 维 映射 的 符号 动力 学 也 已 经 有 了 实质 性 的 进展 W" 10. 
系统 讲述 符号 动力 学 已 经 超出 本 书 的 任务 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [7]. 

然而 , 离开 符号 动力 学 就 不 能 深刻 理解 一 维 映 射 . 因此 , 我 们 在 本 节 要 结合 一 
维 单 峰 映射 ,讲解 符号 动力 学 的 一 些 初 步 概念 ,以便 在 以 后 各 章 中 适当 引用 , 使 叙 
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首先 , 回忆 单调 函数 的 几 条 基本 性 质 : 

(1) 单调 上 升 函数 f 保 序 , 即 由 zi > za 得 f(z1) > f(z2); 单调 下 降 函 数 f 反 
FF. 即 由 zi > za 得 f(x1) < f(x2). 

(2) 单调 函数 f 及 其 逆 函 数 广 !， 同 为 上 升 或 下 降 函 数 . 

(3) 两 个 单调 函数 构成 复合 函数 时 ， 如 果 两 者 同 为 上 升 或 下 降 函 数 ， 则 总 效果 
是 单调 上 升 , 如 果 两 者 中 只 有 一 个 单调 下 降 ， 则 总 效果 是 单调 下 降 . 因此 , 我 们 可 
以 说 , 单调 上 升 函数 是 偶 性 的 , 或 具有 奇偶 性 +1; 而 单调 下 降 函 数 是 奇 性 的 , 或 具 
有 奇偶 性 -1. 只 要 把 复合 函数 中 单个 函数 的 奇偶 性 相 乘 ， 就 可 以 判断 总 效果 是 上 
升 还 是 下 降 . 对 于 抛物 线 映射 , fr 和 R= fR 是 奇 性 的 , 而 fn L-fL 是 偶 
性 的 . 奇偶 性 与 映射 函数 导数 的 负 正 号 一 致 . 因此 , 不 妨 给 字母 C 赋 以 0 奇偶 性 ， 
因为 f'(C) = 0. 

符号 序列 的 排序 规则 基于 实数 的 自然 序 和 单调 函数 的 上 述 性 质 . 首先 , 三 个 符 
号 L, C, R 有 自然 顺序 

L< C €R. (2.38) 


然后 ， 比 较 两 个 符号 序列 


T = 81828377, 
y = titota ss, 


如 果 第 一 个 字母 Su lbEDUZE (2.38) 排 好 序 ， 我 们 就 把 这 个 序 定义 成 
两 个 符号 序列 的 序 . 下 面 考 虑 两 个 符号 序列 有 一 个 或 多 个 起 首 字 母 相 同 ， 记 为 D, 
然后 才 是 不 同 的 字母 ， 即 

r= Ds..., 

y = Dt, 


H s 关 t 的 情况 . 符号 s 和 +t 代表 两 个 按 (2.38) 排 好 序 的 数值 ， 由 (2.39) RERE 
函数 关系 


(2.39) 


z = X(s), 
y — XKt). 


这 时 ，2() NORHARCOA E REC  RRITI A ARA. 当 Xi 为 偶 性 时 , z 与 y 的 大 小 同 
5 与 t 一致; 25 X: A S PERI, z 与 y 的 大 小 同 s 5j t 4L. 把 x 和 y 的 顺序 赋 给 
由 它们 代表 的 符号 序列 , 便 得 到 适用 于 一 切 一 维 映射 的 排序 规则 . 具体 到 抛物 线 映 
B]. 排序 规则 是 : 当 含有 偶数 个 字母 Rt, s >t 导致 x > y, s <t 导致 z <y; 
当 习 含有 奇数 个 字母 R, s >t 导致 x <y, s <t E Ty. 

由 临界 点 C 开始 的 轨道 具有 特殊 的 重要 性 ， 如 图 2.10 所 示 ， 闭 区 间 U = 
[f (C), f(C)] 在 线段 中标 出 一 个 范围 ,只 要 办 代 过 程 进入 这 个 范围 , 就 一 直 保 
持 在 里 面 不 再 出 来 . 这 个 区 间 特 称 为 动力 学 不 变 区 间 . 
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和 迭代 的 初 值 当然 可 以 取 在 动力 学 不 变 区 间 Z 以 外 . 然而 ,只 要 经 过 有 限 步 迭 
代 ， 轨道 就 会 进入 区 间 U 不 再 离开 . 换言之 , 这些 初 值 只 带 来 一 个 平庸 的 过 渡 过 
Fé. 由 于 我 们 主要 关心 n> oo 的 长 时 间 行 为 , 今后 将 只 在 区 间 U 内 选取 初 值 . 这 
样 就 可 以 在 说 明 有 关 符 号 序列 的 许多 规则 时 , 简化 一 些 表述 . 


f(z) 


r 


图 2.10 ”动力 学 不 变 区 间 U 


把 初 值 限定 在 动力 学 不 变 区 间 U 之 内 , 任何 轨道 点 都 不 会 超出 U 的 最 右 端 , 即 
F(C). 由 f(C) 所 导致 的 符号 序列 有 一 个 专门 名 字 , 叫做 揉 序列 (kneading sequence). 
根据 我 们 的 命名 约定 (2.30) R, f (C) 就 是 揉 序列 的 名 字 . 我 们 常常 用 字母 K 来 特 
别 表 示 揉 序列 : 

K & f(C) =R.. (2.40) 
现在 我 们 试 为 抛物 线 映 射 的 倍 周期 分 岔 序列 写 出 相应 的 揉 序列 . 首先 , 超 稳 定 不 动 
点 对 应 一 个 字母 无 限 次 重复 ,因此 只 能 是 Co. RAEE HEERA oo, 简单 写 


成 C. 揉 序列 C 只 出 现在 一 个 参量 值 处 . 对 这 个 字母 稍 加 扰动 , 字母 C 就 变 成 工 
或 R, 而 且 按 自然 序 (2.38) 排列 : 


(L, C, R). (2.41) 


这 样 , 我 们 靠 连续 性 考虑 , 得 到 了 整个 不 动 点 即 周期 1 窗口 的 揉 序列 . 图 2.11 
画 出 了 参量 增加 时 , 不 动 点 由 L™ 变 到 Co, 再 变 到 n» 的 过 程 . 图 中 左下 角 有 一 


T T T 


图 2.11 周期 1 窗口 对 应 的 映射 
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个 永远 不 稳定 的 不 动 点 , 它 始 终 落 在 动力 学 不 变 区 间 之 外 , 自然 不 包含 在 稳定 周期 
窗口 内 . 我 们 在 86.4 中 讲 边界 激 变 时 还 要 提 到 , 它 导 致 满 映射 的 混沌 吸引 子 最 终 消 
失 . 不 动 点 窗口 (2.41) 的 奇偶 性 是 


(440, —). 
只 有 奇 性 的 揉 序列 才能 产生 倍 周 期 分 岔 , 因为 它 对 应 失 稳 边 界 
f'(u, a) ss 


然而 ， 符 号 动力 学 只 考虑 映射 的 单调 上 升 或 下 降 ,， 并 不 知道 f 函数 的 具体 形状 . IE 
因为 如 此 , 从 符号 动力 学 并 不 能 确定 倍 周期 分 岔 点 的 位 置 , 符号 序列 也 不 会 因为 经 
过 分 岔 点 而 发 生 改 变 . 这 就 是 说 ， 倍 周期 分 岔 点 两 侧 的 符号 序列 是 相同 的 . 为 了 表 
示 周 期 2, 我 们 把 它 写成 R” = (RR)®. 同样 由 连续 性 考虑 , 推 知 周期 2 窗口 的 揉 
序列 是 

(RR, RC, RL), (2.42) 


相应 的 奇偶 性 又 是 
(CF, 0, —. 


对 比 (2.41) 和 (2.42). 我 们 在 实质 上 做 了 一 次 字母 代 换 : 


R—> RL, 
C RC, (2.43) 
L — RR. 


不 难看 出 , 这 是 一 个 保 序 和 保 奇偶 性 的 代 换 . 对 (2.42) 再 做 一 次 代 换 (2.43)， 就 得 
到 周期 4 窗口 的 揉 序列 
(RLRL, RLRC, RLRR). (2.44) 


这 样 无 限 次 重复 下 去 , 就 得 到 整个 倍 周 期 分 命 序 列 的 揉 序 列 . 如 果 只 把 变换 (2.43) 
用 到 超 稳 定 字 上 ,就 得 到 整个 倍 周期 分 侈 序列 中 的 超 稳 定 字 : 


C, 

RC, 

RLRC, 

RLRRRLRC, 
RLRRRLRLRLRRRLRC, 


(2.45) 
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除了 C 以 外 , 这 些 字 都 可 以 提升 成 方程 , 用 以 计算 相应 的 超 稳 定 参 量 值 . 表 2.1 中 
的 超 稳 定 周期 点 就 是 这 样 计算 出 来 的 . 

对 于 任意 的 超 稳 定 周期 序列 (EC), 也 可 以 根据 连续 性 考虑 , 把 字母 C 换 成 
相 邻 的 L 或 R. 这 样 得 到 的 (XL) 和 (ER) 两 个 序列 ， 必然 可 按 前 面 的 排序 规 


则 分 出 大 小 . 引入 记号 
(C), = max(XR, XL), 


(2.46) 
(£C). = min(ZR, XL), 
于 是 超 稳定 周期 2C 就 扩展 成 一 个 窗口 
((2C)-, C, (Dc)+). (2.47) 


这 就 是 周期 窗口 定理 05. 不 难看 出 , 周期 窗口 的 奇偶 性 又 是 
(7^, 0, —). 


ÆR, (2.46) 式 中 周期 窗口 里 上 、 下 两 个 序列 的 下 标 与 其 奇偶 性 并 不 一 致 . 这 是 为 
了 在 更 复杂 的 情形 下 保持 记号 的 一 致 性 , 即 只 考虑 大 小 , 不 照顾 奇偶 . 
我 们 可 以 利用 周期 窗口 (2.47) 来 推广 (2.43) 式 所 定义 的 字母 代 换 [16]， 即 


Ro (ZC)., 
C > XC, (2.48) 
L — (3t... 


把 这 个 代 换 用 到 超 稳定 字 IC E, 得 到 另 一 个 超 稳 定 周 期 字 . 按照 德 瑞 达 (B. Der- 
rida) 等 人 1978 年 的 记 法 上 7 ， 这 个 新 字 写 成 
(X * II)C, 


PRA "3: LII H SERA, EP Xi IE AURORA [17] 给 出 的 法 则 计算 . 我 们 以 后 不 
再 使 用 他 们 的 定义 和 记 法 , 而 把 * 乘积 写成 


(3C) * (IIC), 


并 理解 成 对 后 面 的 字 实行 由 (2.48) 式 规 定 的 字母 代 换 . 这 样 定义 的 * 乘积 不 局 限 
于 超 稳 定 字 . 字母 C 在 这 种 乘法 中 起 着 单位 元 素 的 作用 . « 乘积 是 更 为 普遍 的 广 
义 合 成 法 则 的 特例 61. 本 书 对 广义 合成 法 则 和 周期 窗口 定理 05] 的 证 明 与 应 用 不 做 
详 述 , 只 在 此 指出 , 使 用 * 乘积 表示 , 倍 周 期 分 岔 序列 (2.45) 可 以 写成 


(R)"*«CEzR*HRx--*RxC, (2.49) 
 ———MáÓ 
共 n 次 
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n= 二 0,1,2,…. 当 n=0 时 它 给 出 单位 元 素 C. 

应 当 指 出 , 像 (2.47) 那样 的 周期 窗口 , 或 者 (2.49) 那样 的 倍 周期 分 岔 序列 , 是 
否 真 会 在 一 个 映射 中 出 现 ， 即 在 一 定 的 参量 区 间 上 存在 ， 这 将 依赖 于 映射 函数 f 
的 具体 形状 . 符号 动力 学 只 给 出 可 能 的 符号 序列 , 并 不 涉及 实际 窗口 的 宽度 . 例如 ， 
对 于 人 字 映 射 (1.21), 整个 倍 周期 分 岔 序列 (2.49) 都 压缩 到 一 个 参量 点 上 , 即 整 个 
窗口 的 宽度 为 零 . 可 以 把 字 提 升 法 用 到 人 字 映 射 , 去 计算 各 个 “ 超 稳 定 ” 周期 的 参 
量 , 直接 验证 这 一 事实 . 

单 峰 映射 的 允 字 条 件 很 简单 . 动力 学 不 变 区 间 U 中 任何 迭代 点 的 数值 都 不 能 
超过 右 端 点 (C). 表述 成 符号 语言 , 就 是 任何 有 限 或 无 限 长 的 允许 序列 E 的 各 次 
移 位 ， 都 不 能 超过 揉 序列 K. 引入 移 位 算 子 


S8152583 ***— 8983577, (2.50) 


符号 序列 X: 的 允 字 条 件 是 
SESK, k=0,1,2,.…. (2.51) 


如 果 抒 序列 K 不 包含 临界 点 C, 上 式 中 可 以 不 写 等 号 . 揉 序列 K 本 身 也 应 当 满 足 
条 件 (2.51): 
S*K<K. (2.52) 

因此 , 抒 序 列 必须 是 移 位 最 大 序列 . 我 们 看 到 ， 允 字条 件 有 两 个 侧面 : 一 是 满足 移 
位 最 大 条 件 (2.52) 的 符号 序列 有 可 能 在 一 定 参量 范围 或 参量 点 成 为 揉 序列 ， 从 一 
个 揉 序列 到 另 一 个 揉 序列 要 改变 参量 ; 二 是 给 定 揉 序列 K, 即 固定 参量 之 后 , 只 有 
满足 允 字 条 件 (2.51) 的 符号 序列 才 可 能 对 应 映射 迭代 中 出 现 的 数值 轨道 ， 从 一 个 
允许 序列 到 男 一 个 允许 序列 要 改变 迭代 初 值 . 

1973 年 , 米 特 罗 波 利 斯 (N. Metropolis) 等 人 08] 首先 计算 了 四 种 不 同形 式 的 单 
峰 上 映射 的 揉 序列 ， 发 现 随 着 参量 变 大 ,它们 按 同 样 的 顺序 出 现 , 于 是 把 揉 序列 ?的 
这 种 排列 顺序 称 为 “U 序列 ”， 意 思 是 普 适 序列 . 文献 中 有 时 根据 文章 [18] 的 作者 
字 头 , 把 U 序列 称 为 “MSS 序列 ”. R 2.2 中 列 出 周期 7 以 内 的 周期 揉 序列 ， 并 对 
它们 做 了 一 些 解 释 . 表 中 序号 , 按 MSS 的 原意 , 反映 了 参量 的 上 升 方向 . 

U 序列 或 MSS 序列 究竟 是 否 普 适 ? 很 容易 做 反面 文章 . 仍然 取 抛 物 线 映 射 
(2.13)， 即 

Tnt1 = f (H, £n) = 1 — uz?, 


然后 把 参量 y 表示 成 另 一 个 参量 和 的 非 单调 函数 , 可 定义 一 个 新 映射 


三 工 一 AN， 
@@“ 揉 序列 ”一 词 是 后 来 才 引 入 的 ,， 见 文献 [19]. 
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表 2.2 周期 7 以 内 的 揉 序列 


序号 周期 符号 序列 说 明 

1 1 e 不 动 点 ， 主 倍 周期 分 岔 序列 开始 
2 2 RC 主 倍 周期 分 岔 序列 中 的 周期 2 

3 4 RLRC 主 倍 周期 分 岔 序列 中 的 周期 4 

4 6 RLR3C RE 2 带 区 中 的 周期 3 

5 7 RLRAC RE 1 带 区 中 的 第 1 个 周期 7 
6 5 RLR?C BREl 带 区 中 的 第 1 个 周期 5 
7 7 RLR? LRC BKE 1 带 区 中 的 第 2 个 周期 7 
8 3 RLC BZ 1 带 区 中 的 唯一 的 周期 3 

9 6 RL?RLC 周期 3 8 HH AY ve FF FUP BS 6 
10 7 RL?RLRC BE 1 带 区 中 的 第 3 个 周期 7 
11 5 RL?RC RE 1 带 区 中 的 第 2 个 周期 5 
12 7 RL? R3C BE 1 带 区 中 的 第 4 个 周期 7 
13 6 RL?R?C BE 1 带 区 中 的 第 1 个 周期 6 
14 7 RL?R?RC BE 1 带 区 中 的 第 5 个 周期 7 
15 4 RL?C E 1 带 区 中 的 唯一 的 周期 4 
16 7 RL3 RLC BE 1 带 区 中 的 第 6 个 周期 7 
17 6 RI3RC BE 1 带 区 中 的 第 2 个 周期 6 
18 7 RL3R?C BKE 1 带 区 中 的 第 7 个 周期 7 
19 5 REC x 1 带 区 中 的 最 后 一 个 周期 5 
20 7 RL^RC BE 1 带 区 中 的 第 8 个 周期 7 
21 6 RL^C BRE 1 带 区 中 的 最 后 一 个 周期 6 
22 7 RL5C E 1 带 区 中 的 最 后 一 个 周期 7 


由 于 在 单调 变化 和 时 ， 可 能 多 次 出 现 同样 的 / 值 , 表 2.2 中 的 揉 序列 的 某 些 部 分 
就 可 能 多 次 按 序 或 反 序 出 现 , 破坏 U 序列 的 普 适 性 . 根据 我 们 的 命名 约定 (2.30), 
每 个 揉 序列 对 应 一 个 数值 . 对 于 只 有 一 个 参量 的 单 峰 映 射 , 把 表 2.2 中 揉 序列 的 顺 
序 取 做 参量 顺序 时 ，MSS 序列 的 普 适 性 才 充 分 表现 出 来 . 这 一 结论 具有 普遍 意义 : 
多 峰 映 射 也 必须 用 它 的 揉 序列 来 参量 化 , 才能 揭示 轨道 排序 的 普 适 性 . 独立 的 揉 序 
列 的 数目 , 就 是 必要 的 参量 数目 . 
我 们 利用 表 2.2 来 说 明和 提出 一 些 问 题 . 
首先 , 表 中 排 在 最 前 面 的 两 个 周期 6 揉 序列 ， 不 难 用 * 乘积 分 解 成 两 个 短 周 
期 字 的 乘积 : 
RLR?C — (RC) » (RLC), 
RL?RLC - (RLO) « (RC). 


可 见 * 乘积 是 不 满足 交换 律 的 . 容易 验证 , « 乘积 满足 结合 律 . 所 有 的 揉 序列 分 成 
两 类 : 可 以 分 解 成 更 短 的 字 的 * 乘积 的 复合 字 ， 和 不 能 分 解 的 基本 字 . 除了 C 和 
RC 以 外 ,所 有 的 基本 字 都 嵌 在 单 带 混沌 区 里 . 

取 一 个 基本 字 L, MEURE RC BU, 


(2.53) 
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(RC)'" «X, 


也 就 是 对 X 实行 n 次 字母 代 换 (2.43), SU SI— M XE 2^ 带 混沌 区 中 的 一 个 相 
似 于 x 的 结构 . 同样 , 取 周 期 基本 字 2C,， 从 右面 乘 上 RC WER, 
(EC) * (RC)'", 


SUAE SUBE 1 带 区 中 的 2C 开始 的 倍 周期 分 岔 序列 . 在 2 带 区 中 的 相似 的 结构 是 
(RC) * (2C) * (RC)'", 


等 等 . 
其 次 , 如 果 一 个 符号 序列 可 以 分 解 成 多 个 基本 字 的 * 乘积 , 例如 
(EC) * (HC) * ($C), 


其 中 2C, HC 和 ec 都 是 基本 字 , 则 最 左边 的 2C 代表 大 尺度 的 运动 , IC 代表 中 
尺度 的 运动 , 而 最 右边 的 ec 代表 最 小 尺度 上 的 运动 . 如 果 对 观察 精度 实行 “ 粗 粒 
化 ”， 即 降低 分 辨 率 ， 忽略 小 尺度 上 的 运动 细节 ， 则 在 粗 粒 近似 下 只 剩 下 最 左边 基 
本 字 描 绘 的 运动 . 仍 以 (2.53) 中 的 第 一 个 周期 6 为 例 , 如 果 忽 略 在 上 、 下 两 个 混沌 
带 内 以 RLC 描述 的 三 个 点 的 差别 ， 则 只 剩 下 由 RC 表示 的 两 个 带 之 间 的 类 似 周 
期 2 的 跳跃 . 

运动 尺度 的 差别 反映 在 功率 谱 的 精细 结构 上 . 所 谓 功率 谱 , 就 是 对 大 量 轨 道 点 
采样 后 做 快速 傅 里 叶 变 换 所 得 到 的 谱 线 ?. 图 2.12(a) 和 (b) 给 出 (2.43) 式 中 两 种 
不 同 周期 6 轨道 的 功率 谱 示意 图 . 图 (a) 对 应 (RC) * (RLO), BI 6 = 2 x 3 的 情形 ， 
二 分 频 之 后 才 是 三 分 频 ; 图 (b) 对 应 (RLC) * (RC), 即 6 = 3 x 2 的 情形 , 三 分 频 
以 后 才 有 二 分 频 . 


P P 


1 


S 1 flh ii 1 Hh 
(a) (b) 
图 2.12 ”功率 谱 精细 结构 示意 
(a) RL * RC; (b) Rx RLO; 数字 1 标志 基 频 


功率 谱 的 精细 结构 对 分 析 实 验 结构 有 直接 用 途 . 例如 ，1981 年 有 人 在 浅水 波 
的 强迫 振动 (法 拉 第 实验 ) 中 观察 到 “对 费 根 鲍 姆 倍 周期 序列 的 偏离 ”2 ,在 序列 
QD 关于 功率 谱 的 基本 知识 , 可 参看 书 [20] 第 5 章 的 5.6 4. 


ol 
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中 看 到 周期 14 而 不 是 周期 16. 不 过 , 作者 给 出 的 功率 谱 清 楚 地 具有 14=2x7 的 
精细 结构 , 相当 于 (RO) * (RL5C). 因此 , 是 测量 中 漏 掉 了 应 有 的 (RC). 同时 叉 
混 进 来 了 不 属于 倍 周期 分 侈 序列 的 信和 号 . 

最 后 , 读者 可 能 已 经 从 上 面 的 叙述 中 体会 到 , * 乘积 正 是 刻画 单 峰 映 射 分 岔 图 
中 自 相似 结构 的 工具 . 整个 分 岔 图 对 应 的 全 部 揉 序列 , 从 左 端的 不 动 点 L^? 到 最 右 
面 u= 2 处 的 RL>, 可 以 简洁 地 记 为 


[E= RE”). 


于 是 , 从 周期 2 起 点 (RR) 到 2 带 合并 为 1 带 的 RL(RR)® 为 止 的 全 部 揉 序列 可 
表示 为 
(RC) « [L®, RL*]. 


图 2.6 所 示 的 周期 3 窗口 所 引起 的 倍 周 期 分 岔 序列 及 相应 的 混沌 带 合并 序列 , 乃 是 
(RLC) * [L™, RL™]. 


我 们 考察 表 2.2, 再 提出 一 个 问题 , 即 如 何 确定 周期 揉 序列 或 周期 窗口 的 数目 . 
表 中 周期 为 2, 3, 4, 5, 6 和 7 的 揉 序列 ,分 别 有 1,1, 1, 3, 5 和 9 个 . 我 们 将 在 85.3 
中 介绍 计算 周期 数目 的 几 种 方法 . 对 于 不 很 长 的 周期 , 当然 可 以 直接 借助 排序 规则 
和 人 允 字 条 件 产生 全 部 揉 序列 . 根据 普 适 性 考虑 ,可 对 具体 的 抛物 线 映 射 进行 计算 ， 
而 所 得 结果 适用 于 全 体 单 峰 映 射 . 文献 [22] 中 附 有 这 样 的 程序 . 

我 们 在 81.4 里 介绍 了 两 种 分 段 线性 的 映射 : AFRI (1.21)( 见 图 1.6) 和 移 位 
映射 (1.26)( 见 图 1.7). 符号 动力 学 的 基本 内 容 只 同 映射 函数 的 单调 支 有 关 , 并 不 需 
要 知道 函数 的 具体 形状 . 因此 , 利用 分 段 线性 函数 可 以 很 好 地 演示 符号 动力 学 的 要 
点 . 图 2.13 给 出 四 种 分 段 线性 的 满 映射 (关于 “ 满 ” 的 详细 讨论 见 86.1), 它们 概括 
了 两 个 字母 的 符号 动力 学 的 可 能 情形 . 

这 四 个 映射 函数 在 中 点 处 不 连续 , 因此 字母 C 分 成 左右 两 个 极限 C 形式 上 
出 现 4 个 字母 , 然而 它们 的 自然 序 是 相同 的 : 


Loc. << (2.54) 


我 们 马上 会 看 到 , 字母 Ca 总 可 以 用 RA L 的 组 合 人 代替, 实质 上 仍 只 有 两 个 字母 
的 符号 动力 学 , 但 是 RA L 的 奇偶 性 在 各 个 映射 中 有 所 不 同 . 

以 移 位 映射 (图 2.13(a)) 为 例 . 它 的 两 个 单调 支 都 是 上 升 的 ， 因 而 没有 倒序 问 
题 . 它 的 最 大 符号 序列 是 最 右边 的 不 动 点 RO, 而 最 小 序列 是 最 左边 的 不 动 点 Loo. 
C+ 位 于 断裂 点 的 右边 , 是 最 小 的 以 R 打头 的 序列 , 因此 只 能 是 RL*. C. 位 于 断 
裂 点 的 左边 , 是 最 大 的 以 工 打头 的 序列 , 因此 只 能 是 LR”. 移 位 映射 的 揉 序列 也 
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变 成 两 个 : Ky = f(C.) 和 K = f(C_), 它们 应 分 别 满足 移 位 最 大 和 移 位 最 小 条 


件 . 
V NN 
Q) F o * 
VN N/ 
k) ^ (d) 7 
2.43 ”四 种 满分 段 线性 映射 
(a) 移 位 映射 ; (b) 反 移 位 映射 ，(c) 人 字 映 射 ; (d) 反 人 字 映 射 
我 们 把 四 种 映射 的 最 大 、 最 小 和 临界 点 序列 概括 在 表 2.3 中 . 
表 2.3 ”四 种 分 段 线 性 映射 的 特征 
映射 L R 最 大 序列 最 小 序列 o" Qu 
移 位 十 十 R® F. LR® RL® 
反 移 位 一 一 (RL)™ (LR)® L(LR)® R(RL)® 
AF + 一 RL® Leo LRL? RRL® 
RAF m 一 p» LR? LLR” RLR® 


我 们 现在 引入 符号 序列 


E = 010203- 


的 度 规 表示 a(2), 即 建立 全 体 符号 序列 与 (0,1) 区 间 上 实数 a 的 对 应 关系 , 令 最 大 
序列 对 应 1, 最 小 序列 对 应 0, 而 临界 点 C 或 它 的 左右 极限 Cu. 都 对 应 1/2. 具体 
做 法 是 恰当 定义 系数 uus 使 得 


a) = y (2.55) 


以 人 字 映 射 为 例 , 把 R 和 工 的 奇偶 记 为 en = -1 和 er = 1, 系数 jv 的 定义 
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1， 如 果 IE —-—1, 
hi = J= (2.56) 
0, 如 果 IIs =l 
j=1 
引入 符号 序列 度 规 表 示 的 主要 目的 ， 是 给 出 允 字 条 件 的 另 一 种 表述 方式 .我 
们 仍然 以 人 字 映 射 为 例 . 对 于 不 “ 满 ” 的 人 字 映 射 ， 揉 序列 OK 达 不 到 最 大 ， 如 图 
2.14(a) 所 示 . 由 于 o(K) <1, 任何 允许 的 序列 X, 都 必须 有 o(X) < o(K) < 1. 这 
就 是 允 字 条 件 的 度 规 表 示 , 如 图 2.14(b) 所 示 . 序列 X: 和 它 的 任意 移 位 的 度 规 都 不 
能 落 入 图 2.14(b) 中 的 虚线 所 示 的 基本 禁止 区 . 


T(0) 


D 
0 K 


(a) (b) 
图 2.14 ”人 字 映 射 的 允 字 条 件 
(a) 揉 序列 ; (b) 度 规 表示 , 虚线 是 基本 禁止 区 


对 于 一 维 映射 , 允 字 条 件 的 度 规 表示 好 像 没 有 什么 好 处 . 然而 , 对 于 二 维 映射 ， 
基本 禁止 区 是 二 维 区 域 . 基本 禁止 区 在 正 反 映射 作用 下 的 像 和 前 像 , 也 都 是 禁止 区 . 
禁止 区 可 能 具有 极其 复杂 的 几何 结构 . 我 们 留 此 伏笔 , 是 为 有 志 于 钻研 二 维 映射 符 
号 动力 学 区 的 读者 做 一 点 知识 准备 . 

我 们 把 补足 表 2.3 所 列举 的 四 种 映射 的 最 大 、 最 小 、 临 界 点 序列 ,以 及 它们 的 
度 规 表示 , 作为 习题 留 给 读者 . 还 要 请 读者 思考 , 各 种 情形 下 揉 序列 应 满足 移 位 最 
小 、 最 大 条 件 , 还 是 两 者 都 必须 考虑 . 
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本 书 第 2 章 关 于 抛物 线 映 射 的 讨论 ， 主 要 基于 对 分 岔 图 的 考察 和 一 些 数 值 结 
果 , 同时 利用 了 符号 动力 学 的 某 些 方法 . 为 了 进一步 证 明 那 些 直观 结果 ,并 从 具体 
事例 中 得 出 普遍 性 的 结论 , 必须 进行 必要 的 数学 分 析 . 这 主要 有 两 个 方面 : 一 是 引 
用 非 线性 数学 中 的 分 命理 论 , 说 明 在 什么 条 件 下 会 发 生 倍 周 期 分 岔 , 为 什么 分 岔 后 
周期 必定 加 倍 等 等 . 这 些 分 析 要 求 对 映射 函数 f 的 性 质 做 出 一 些 具 体 规定 . 二 是 
借助 物理 学 中 相 变 和 临界 现象 理论 中 行 之 有 效 的 重 正 化 群 方法 ， 对 抛物 线 映 射 的 
标 度 性 质 进 行 研究 , 给 出 计算 普 适 常数 6 和 a 的 途径 等 等 . 这 些 分 析 虽 然 形式 上 
从 一 定 的 映射 函数 /出 发 ， 结 论 却 适 用 于 整 类 映射 . 第 2 章 82.6 关于 符号 动力 学 
的 讨论 也 不 依赖 于 具体 函数 , 重 正 化 群 的 分 析 会 自然 建立 与 符号 动力 学 的 关系 . 

在 一 定 意义 上 , 一 维 映射 倍 周期 分 岔 点 的 分 析 , 是 反映 非 线性 数学 中 分 岔 理论 
TREE fS SB SRI. 同时 , 抛物 线 映 射 标 度 性 质 和 普 适 常数 的 研究 ， 是 熟悉 重 正 
化 群 思 想 的 最 便捷 途径 . 有 志 于 进入 非 线 性 科学 领域 的 读者 , 若 下 工夫 掌握 这 两 方 
面 的 基本 概念 , 今后 工作 中 必定 会 受益 良 多 . 
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对 于 线性 代数 方程 组 或 微分 方程 ， 解 的 数目 是 一 定 的 ， 不 随 参 量 的 改变 而 变 
化 ， 而 非 线性 问题 则 不 然 . 一 般 说 来 ， 混 沌 运动 就 是 经 过 一 系列 的 突变 才 发 生 的 . 
解 的 数目 发 生 突变 的 参量 值 称 为 分 岔 点 . 分 岔 理论 的 主要 内 容 就 是 研究 非 线性 方 
程 解 的 数目 如 何在 参量 变化 过 程 中 发 生 突变 . 以 从 周期 1 到 周期 2 的 倍 周期 分 岔 
为 例 , 分 岔 前 只 有 一 个 稳定 的 周期 1 解 , 而 分 岔 后 有 三 个 解 : 两 个 稳定 的 周期 点 和 
失 稳 后 仍然 存在 的 周期 1 解 . 分 岔 理论 给 出 发 生 这 种 分 岔 的 条 件 , 并 说 明 分 岔 前 后 
的 解 的 性 质 . 

分 岔 理 论 的 基本 工具 是 微 积 分 学 中 的 隐 函 数 定理 .自从 牛顿 第 一 次 使 用 这 个 
定理 以 来 , 隐 函 数 定理 已 经 在 各 种 数学 空间 中 有 多 种 局 部 和 整体 的 推广 . 我 们 只 需 
要 它 的 最 简单 的 局 部 形式 . 在 此 解释 一 下 它 的 基本 精神 . 

给 定 一 个 方程 G(z,y) = 0, CAH zx 和 y 之 间 某 种 隐 含 的 依赖 关系 . 能 否 从 
这 个 方程 中 解 出 明显 的 函数 关系 y = h(x) R r= kly) 取决 于 一 些 条 件 . 首先 考虑 
一 下 全 微分 
一 F 99 as =0. 


d= s Oy 
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显然 ， 如 果 DE zo, 我们 就 可 以 求 得 Z Y 满足 的 方程 而 当 TS #0 时, 求 得 E 


的 方程 然后 就 有 希望 再 进 一 LERA y Me), PO BAR. R kien: 
ig TEREE n, ui) RS, SAN n y) c c a 并 且 了 解 G 和 它 
的 偏 导数 SE, T 在 (ros uo) 附近 的 行为 时 , 才能 询问 在 (ro, o) 附近 有 没有 函数 
PONO GER 存在 . 

最 简单 的 隐 范 数 定理 可 以 表述 为 : 当 G(zo,yo) = 0， 而 且 G(z,y) TE (xo, yo) 
附近 可 微分 ， 且 ST 在 (2o. uo) 处 不 等 于 零 时 ， 在 (zo,y) 附近 存在 着 唯一 的 解 
y — h(x), 满足 

(1) 在 (zo; yo) 附近 ， G(x,h(z)) =0 成 立 ; 


(2) 
(a) OG(z, y) 
dh(z Oz 
dz ^ IGE) | y (3.1) 
2: 


当然 ， ld C 在 (zo,yo) 附近 不 为 零 . 把 它 表 述 成 关 
F z= k(y) 和 E 的 定理 . 
(—— IEEE, MAE HEB 
坏 ， 从 而 出 现 新 解 的 情况 . 倍 周期 分 岔 就 是 一 个 实例 . 
倍 周期 分 岔 定理 : 如 果 映 射 函数 f(j, zx) 满足 以 下 条 件 : 
(1) 在 (x, y) 平面 中 存在 一 个 不 动 点 
f(u") 5: 
(2) 在 此 不 动 点 处 稳定 性 条 件 达到 边界 —1, BB 
ENIRO = 
(以 后 ， 把 JT essor 简 记 为 Fle) 
(3) 在 此 不 动 点 处 , 混合 二 阶 导 数 
B atta 
nz (i2) |x a 0, 
(4) 在 此 不 动 点 处 , 函数 /的 施 瓦 茨 导 数 (关于 施 瓦 茨 导 数 更 详细 的 介绍 见 后 
面 的 83.3) 


S(f, 32$) « 0, (3.2) 
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则 在 z-y 平面 中 (jy*,z*) 附近 一 个 小 小 的 长 方形 区 域 
(u* 5 «u«pyp' tyz*-e«z«z'-e) 


内 , 在 u* 的 某 一 侧 (究竟 是 哪 一 侧 ， 由 条 件 (3) 中 混合 导数 的 正 、 负 号 决定 ) 存在 
着 z = f(u x) 的 唯一 的 稳定 解 ， 它 当然 也 是 fO (uz) = z 的 一 个 平庸 解 ,在 un 
的 另 一 侧 存 在 着 (m2) = c 的 三 个 解 ， 其 中 两 个 是 非 平庸 的 稳定 解 ， 另 一 个 是 
平庸 的 不 稳定 解 , BI f(u, z) = c 原来 那个 稳定 解 失 稳 后 的 产物 . 这 一 情况 定性 地 表 
示 在 图 3.1 rh. 图 中 所 示 的 情形 , 对 应 条 件 (3) 中 的 混合 导数 大 于 零 . 这 时 cut 
的 稳定 周期 1 在 y= u^ 处 失 稳 , 在 uo u^ 时 作为 不 稳定 的 周期 1 继续 存在 ( 虚 
线 ). 同时 , TE u*. 处 产生 一 对 稳定 的 周期 解 . 如 果 条 件 (3) 中 的 混合 导数 小 于 零 , 则 
分 岔 的 方向 也 相反 


图 3.1 ” 们 周 期 分 岔 点 附近 参量 空间 和 相 空 间 示意 图 
对 常见 的 映射 函数 , 往往 在 整个 线段 而 不 仅 是 不 动 点 处 
S(f, x) < 0, 


因此 条 件 (4) 自动 满足 .由 于 施 瓦 茨 导数 在 非 线性 动力 学 中 的 重要 性 ， 我 们 将 在 
83.3 里 专门 介绍 它 的 一 些 性 质 和 应 用 . 

以 上 只 是 表述 了 倍 周期 分 岔 定理 , 并 没有 给 出 证 明 . 我 们 把 证 明 放 在 下 一 节 中 
专门 叙述 , 这 里 只 是 先 作 一 点 定性 说 明 . 


83.2 ” 倍 周 期 分 岔 定理 的 证 明 


倍 和 周 期 分 命定 理 的 证 明 是 应 用 隐 函 数 定理 的 极 好 实例 ， 我们 建议 有 志 于 深入 
掌握 非 线 性 动力 学 的 读者 , 认真 地 钻研 本 节 的 内 容 . 

以 下 证 明 过 程 主要 依据 古 根 海 默 的 文章 [19], 只 是 补足 了 许多 中 间 步 又, 并 且 
做 了 一 些小 小 的 改进 . 为 了 简化 书写 , 定理 中 只 考虑 映射 的 不 动 点 分 兮 为 周期 2 


50 9533€ 倍 周 期 分 岔 序列 


的 情形 . 由 于 周期 p 轨道 中 的 每 一 个 点 ,都 是 函数 PO) 的 不 动 点 ， 只 要 把 证 明 中 
的 SRR SO, FO) 换 成 f27), 这 个 定理 也 就 适用 于 周期 p 轨道 分 岔 成 周期 2p 的 
情形 . 

我 们 还 要 指出 , 定理 条 件 (4) 中 的 施 瓦 茨 导数 会 自然 出 现在 证 明 过 程 中 . 抛物 
线 映射 的 三 阶 导数 为 零 , 因而 施 瓦 茨 导数 在 整个 线段 上 都 取 负 值 . 在 整个 映射 线段 
上 施 瓦 茨 导数 都 取 负 值 的 映射 , 包括 相当 一 批 线段 映射 和 圆 到 圆 的 映射 , 具有 一 种 
良好 的 性 质 能 够 同时 共存 的 稳定 周期 轨道 的 数目 有 明确 的 上 限 . 具有 负 施 瓦 
获 导 数 的 单 峰 映 射 ， 文献 中 有 时 候 特 称 为 “S 单 峰 映 射 ” 23], 

我 们 在 前 面 讨论 抛物 线 映 射 的 周期 轨道 时 ,不 言 而 喻 地 认为 只 有 一 个 稳定 周 
期 ,根本 没有 考虑 不 同 的 初 值 是 否 会 导致 其 他 的 稳定 周期 . 事实 上 , 数学 家 们 早 就 
注意 到 单 峰 映射 最 多 只 能 有 一 个 稳定 周期 轨道 . 当然 , 它 可 以 根本 没有 稳定 周期 轨 
道 . 然而 , 刻画 这 一 类 映射 的 必要 条 件 却 一 直到 1978 年 才 弄 清楚 . 原来 , 映射 f(z) 
必须 在 整个 区 间 I 上 有 具有 负 的 施 瓦 茨 导数 ， 它 才 可 能 最 多 有 一 个 稳定 的 周期 轨道 
( 辛 格 尔 定理 41). 我 们 把 施 瓦 茨 导数 和 辛 格 尔 定理 的 证 明 放 到 $3.3 中 讨论 . 

我 们 把 定理 的 证 明 分 成 四 步 : 

第 一 步 , 引入 一 个 辅助 函数 


h(u, x) 三 f(u, x) — T, 
于 是 , f 的 不 动 点 z* 就 成 为 h 的 零点 : 


h(u*,a*) — 0. 


由 定理 的 第 二 个 条 件 知道 
ðh 
az 

于 是 , 根据 隐 函 数 定理 , 在 jw* 两 侧 都 存在 一 个 函数 z = rlu) 使 得 hlu, elu) =0 
在 (1*,x*) 附近 成 立 . 由 于 z = rlu) 是 唯一 的 ，f(1,z) = x 的 这 一 个 解 只 在 经 过 
u 时 改变 稳定 性 : 稳定 不 动 点 失 稳 或 反之 . 为 了 考察 稳定 性 , 我 们 在 计 入 x = z(u) 
依赖 性 的 前 担 下 , 在 (1*,z*) 附近 计算 决定 稳定 性 的 一 阶 导数 


=| -1--240 


* 


3 * * 
a, V t du, z(u* + dy)) 


| f f| 18fPf 

— Ox |, (ci . 20u0x2 ) Spur (3.3) 
根据 定理 的 第 二 个 条 件 ， 上 面 第 一 项 等 于 -1. 为 了 计算 第 二 项 圆 括号 中 的 两 组 导 
数 之 和 , 我 们 考虑 出 现在 定理 第 三 个 条 件 中 的 混合 二 阶 偏 导数 . 由 复合 函数 的 微分 
规则 , 知 
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agg» ə of 
Ouür On VOx z=f OT 
o Of of Of 
— Bn E » * Qz|, sõn 2 (2). (54) 
注意 , 由 z = arlu) KERER a RAMANA, 
Oh of 
dr _ ðu On 
du | Oh Of i 
Oz Oz 
取 在 不 动 点 处 为 
dz 10f 
"Pus 2 Bl (3.5) 
(3.4) 式 中 两 个 对 u 的 偏 导 数 
oj \ 2i) QE] a 
5; x |, Oro ae; 32 dp 
和 


Bf I Pfa 
5; ðr)  OxÓu  Ox?dyu 


取 在 不 动 点 处 其 实 是 相同 的 . 再 利用 前 式 , 就 有 


fD -(2 18?f 0f ) 


OzOp |, OxOu|, 202?Oy|, 


Td. (3.3) 式 成 为 


O * * 
s= zf + du z(u" + dp) 
1 Pf 
-9 ÓxÓp |, 


可 见 ， 根 据 定 理 第 三 个 条 件 中 混合 导数 的 正 、 负 号 ， 这 个 解 必 在 j 的 一 侧 稳定 
(|s| < 1), 而 在 男 一 侧 不 稳定 (|s| > 1). 我 们 将 看 到 , 这 个 正 、 负 号 与 倍 周期 分 岔 的 
方向 一 致 . 

从 上 面 的 讨论 中 , 不 能 得 出 关于 FO (ux) 的 不 动 点 的 任何 结论 . 我 们 必须 定 
义 另 一 个 辅助 函数 ,并 且 进 行 与 上 面 类 似 的 分 析 . 

第 二 步 , 为 了 讨论 周期 2 的 存在 和 稳定 ,自然 会 想到 引入 辅助 函数 


dp des. (3.6) 


g(u,z) = fO (u, x) — 2. 
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函数 f 的 不 动 点 也 是 f(2) 的 不 动 点 , 因此 也 是 9 的 零点 : 


g(u*, z*) = 0. 
我 们 先 计 算出 9 的 各 种 导数 ， 以 备 后面 引 用 . 首先 ， 
8g 9f BT i 
Or Ozr|,.0zr 
取 在 不 动 点 处 , 有 
g E 
5s ende Tes 
其 次 , 另 一 个 偏 导 数 
og 97 of, 8T 
ðu On z=f Oz z= ÔH 
的 两 项 , 在 不 动 点 处 相互 抵消 : 
| esp. 
On |, 


事情 不 妙 了 . 两 个 偏 导数 x 和 5: 都 等 于 零 ， 使 我 们 不 能 运用 隐 函 数 定 


理 来 判断 (u*, c7) 附近 的 行为 . 这 说 明 9 并 不 是 恰当 的 辅助 函数 . 不 过 , 在 构造 一 
个 合适 的 辅助 函数 之 前 , 我 们 继续 计算 9 的 高 阶 导数 ,因为 后 面 还 要 用 到 它们 : 


Pg _ PF) (af of ovr 
ðr? Oz? "-———Á— Oz | Ox? 
它 又 在 不 动 点 处 消失 : 
M 
Oz?| 7 
下 一 阶 导数 
sy Op (ary er APE or or 
ðr? ðr? z= NOS 01?!|,.,0r0z?  ÓOz|,.,0x?' 
在 不 动 点 处 给 出 
Poj | Qf] FE 
Os? |. ðr? |. Ou? ` 


注意 到 函数 f BUM RC SR 


m "N2 
wapi) 
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在 不 动 点 处 是 
S(f,x)|. = - iH m 30 
我 们 得 到 
g 二 
A3 25(f,a)|.. 
它 一般 不 等 于 零 . 


第 三 步 , 上 面 定 义 的 glu, c) 不 能 作为 辅助 函数 的 根本 原因 ,在 于 它 把 我 们 已 
经 分 析 过 的 f — x 的 不 动 点 也 作为 零点 . 为 了 消除 这 个 平庸 不 动 点 , 应 当 采 用 新 的 
i g(uz)  fÜ(uz)-z 

k(u,z) = lvl ex emm (3.7) 

计算 天 在 (1*,z*) 处 的 各 种 导数 时 ， 要 多 次 使 用 洛 必 达 法 则 来 消除 零 比 零 的 

不 定型 . 我 们 跳 过 细节 , 给 出 计算 结果 : 


k(u*,x*) = 0, 
Ok 
一 
ók| | ie?ro (3.8) 
Ou|, | 2 Orn 5 
O?k 1 
8s? |. = -35052)l > 0. 
因此 ,， 隐 函数 定理 保证 存在 一 个 函数 u= ula) CE (u^ z*) 附近 使 得 
k(u(x),x) — 0. 
对 上 式微 分 两 次 , 得 到 
dx(z)| o 
dz |. 2 
Pu()| — 25.2) em 
dz? 3 efe) 
OrOn '* 
这 样 , 我 们 看 到 u) 作为 x 的 函数 , 在 (ut c7) 处 有 一 个 极 值 . 定理 第 三 个 条 件 中 


混合 导数 的 正 负 号 , 决定 (3.9) 第 二 式 TLO] 的 正 负 号 , 即 决定 该 极 值 是 极 大 还 
是 极 小 . 换 句 话说 , ule) 只 在 a 的 一 侧 存在 , 而 作为 u 的 函数 看 ， 它 有 从 (us) 
处 出 来 的 两 支 
2 
第 四 步 , 分 析 上 面 两 支 解 的 稳定 性 ， 为 此 ,我们 把 一 阶 导数 277 在 (usan) 
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附近 展开 . 由 于 (3.8) 式 和 定理 的 第 二 个 条 件 , 这 个 展开 式 中 没有 dz 的 一 次 项 , 而 


REIF 
af” 


Oz A-—y(r* -Fdz),r—r*--dz 

根据 定理 的 第 四 个 条 件 , 在 dz 足够 小 时 , 这 两 支 解 都 是 稳定 的 . 由 于 (3.6) 和 (3.9) 

两 式 中 出 现 同一 个 混合 导数 , 不 动 点 f = x 的 失 稳 和 ula) 两 支 稳 定 解 的 出 现 方向 
定理 证 毕 . 


=1+35(f,2)|,(dz)? + (3.10) 
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施 瓦 将 导数 是 复 分 析 中 的 一 个 古老 概念 . 1869 F, 施 瓦 茨 (H. A. Schwarz) 为 
函数 f(z) 定义 了 如 下 的 导数 组 合 : 
Ps (a) 
f(z) 2 \ F(z) 
Jm iff 
-(5) "3 53) ' men 
其 中 每 一 个 撤 号 表示 对 取 x 一 次 导数 . 定义 本 身 就 要 求 函 数 f(z) 具有 一 、 二 和 三 
阶 导 数 . S(f,z) 称 为 f REAREA. 它 也 见于 微分 方程 近似 求解 的 鞍点 法 中 人 %. 
在 一 维 映 射 的 非 线 性 动力 学 中 , 它 自 然 地 出 现在 倍 周期 分 岔 定理 的 证 明 , 以 及 关于 
对 称 破 缺 分 岔 的 分 析 中 [ 扑 . 函数 在 整个 区 间 上 具有 负 的 施 瓦 茨 导数 是 映射 f(z) 最 
多 具有 n 2 个 稳定 周期 的 充分 条 件 , 其 中 n 是 函数 f(z) 的 临界 点 数目 ( 辛 格 尔 
定理 [2 和 9). 
我 们 先 列举 施 瓦 欧 导数 的 一 些 有 用 性 质 : 
(1) 在 施 瓦 敬 导数 的 作用 下 , 线性 有 理 分 式 的 行为 很 像 普 通 导数 作用 下 的 常数 
1l. & 


S(f, z) 


1 EH. 
其 中 a.b. cA d 都 是 常数 ， 则 
S(f,7x)=0. (3.12) 
WR g(z) 是 另 一 个 函数 ， 则 
S(f o g,x) = S(g, x). (3.13) 


(D 关于 施 瓦 区 导数 的 进一步 讨论 , 可 参看 E. Hille, Differential Equations in the Complex Domain， 
Wiley, 1976, 第 10 章 . 对 微分 方程 近似 解 的 应 用 , 可 参看 C. E. Pearson 主编 的 Handbook of Applied 
Mathematics, Van Nostrand, 1974, §12.6. 
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(2) 如 果 f RI g 都 是 光滑 函数 , 则 直接 计算 表明 
S(f o g,z) = S(f, g(z))(g'(z))  S(g, x). (3.14) 


当 f 是 线性 有 理 分 式 时 ， 由 此 利用 (3.12) 式 , 即 可 得 (3.13) XX. 
(3) 对 于 一 维 映射 动力 学 最 重要 的 性 质 , 是 我 们 可 以 根据 (3.14) 式 来 确定 复合 
函数 的 施 瓦 茨 导数 的 正 负 号 . 首先 ， 如果 对 于 一 切 z, 都 有 


S(f,x)«0,  S(g,r) <0, 


则 由 (3.14) 式 , 知 
S(fog,x) < 0. (3.15) 


把 这 一 论断 中 的 “<” 换 成 “>”, 结果 也 对 . 其 次 , 如 果 f 和 g 是 同一 个 函数 , 则 由 


S(f,z)«0, Vz, 


立即 知道 
S(f'?(z)z)«0, Va. (3.16) 
(4) WR P(z) 是 z 的 多 项 式 , 而 且 P'(z) = 0 的 全 部 根 都 是 不 同 的 实数 , 则 
S(P(z),c) < 0. (3.17) 


为 了 证 明 此 式 , 只 要 根据 条 件 把 P'(z) 写成 
P'(z) = | [s - a4. 
p 
其 中 各 个 a; 都 不 相同 ,微分 后 直接 代入 施 瓦 茨 导 数 的 定义 式 . 

(5) 如 果 对 于 所 有 的 z, S(f a) < 0,， 则 一 阶 导数 f(x) 不 能 具有 正 的 局 部 极 小 
值 或 负 的 局 部 极 大 值 . 换言之 , 图 3.2(a) 所 示 的 情形 都 不 能 出 现 . 原因 很 简单 . 在 
f'(x) 的 局 部 极 值 处 ，f”(zx) = 0, 因此 

su.) - T «o, 
Bp f'" A f' 必须 反 号 . 25 f! 有 局 部 极 小 时 ，f” > 0, 故 只 能 有 f' < 0; 2 f! 有 局 
部 极 大 时 ，f”< 0, 只 能 有 f'0. 能 够 允许 的 情形 见 图 3.2(b). Xi, f 在 相 邻 
极 值 之 间 必 须 穿 过 一 次 横 轴 ， 形成 极 大 值 和 极 小 值 上 下 交替 的 图 像 . 

在 继续 讨论 之 前 ， 我 们 先 回想 一 下 微分 学 里 的 中 值 定理 . 如 果 函 数 f(x) 在 闭 
区 间 [a,b] 上 连续 , 且 在 开 区 间 (a,b) 上 存在 导数 f'(x), M a 和 之 间 至 少 有 一 点 
us 使 得 

f(b) — f(a) = f'(u)(b — a), (3.18) 
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其 中 a < < 2 中 值 定 理 的 一 个 重要 推论 是 : 如 果 函 数 f 有 两 个 相 邻 的 不 动 点 
f(a) — a 和 f(b) =b, 则 将 两 者 相 减 , 得 
f(b) — f(a) 2 b — a, 
由 中 值 定 理 (3.18), 我 们 立即 知道 在 a M b 之 间 至 少 有 一 个 导数 为 1 的 点 u, 即 


f'(u) 2 1,a « u « b. 


图 3.2 
(a) S(f,z) < 0 时 f' 不 能 出 现 的 极 值 顺序 ; (b) S(j,z) < 0 时 f^ 可 以 出 现 的 极 值 顺序 


(6) 如 果 5(j,z) «0. f 有 三 个 相继 的 不 动 点 a <5 < c, HB f € [a,c] 区 间 里 
没有 临界 点 , 则 f'(b) > 1. BI b 必 为 不 稳定 不 动 点 . 

这 个 论断 的 证 明 很 简单 . 由 中 值 定理 及 其 推论 知道 , 在 区 间 [a,b] 和 [b, c] 里 至 
少 各 有 一 个 导数 为 1 的 点 , 即 存在 


fF'(u)= f'(v)=1, a<u<b<v<c. 
只 


但 是 f'e) 不 能 恒 等 于 1, 否则 必 有 S(f,z) = 0 而 不 是 S(f,x) < 0. 于 是 f'(b) 只 
能 或 者 大 于 1, 或 者 小 于 1. 然而 , f'(b) < 1 是 不 可 能 的 , 因为 这 样 必 导致 六 (z) 在 
[u, v] 中 至 少 有 一 个 极 小 值 ; 根据 前 面 第 5 点 , 这 个 极 小 值 只 能 是 负 的 , BI f'(x) 必 
须 经 过 0, 而 这 与 f(z) 在 整个 [a,c] 区 间 上 没有 临界 点 的 假设 矛盾 . 这 样 , MRAR 
下 f'(b) > 1 一 种 可 能 性 . 

现在 我 们 已 经 做 好 了 准备 , 可 以 着 手 证明 辛 格 尔 定理 . 

辛 格 尔 定理 (1978)B24: 设 映 射 函 数 f(x) 在 整个 区 间 上 具有 负 的 施 瓦 茨 导 数 
S(f.x) < 0, 并 具有 个 临界 点 , 则 f(x) 最 多 能 有 n +2 个 吸引 的 周期 轨道. 

我 们 可 以 只 考虑 不 动 点 f(p) = p 的 情形 ,因为 f 的 周期 m 点 就 是 f(™) 
的 不 动 点 , 而 S(j,z) < 0 导致 S(x) < 0. 吸引 的 不 动 点 p 附近 一 定 有 一 个 连 
通 的 区 间 三 (p)， 其 中 的 点 经 迭代 后 最 终 都 趋向 p, BI 


f? ^p, ko, Wre W (p). 
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W(p) 是 一 个 开 区 间 ， 因 为 它 是 由 f'(p) < 0 规定 的 . 区 间 W (p) 在 f 的 作用 下 不 
变 , 即 
f£(W(p)) c W(p). 


开 区 间 W(p) 的 左 、 右 两 个 端点 ! 和 7 都 不 属于 W(p), BE f(1) 和 f(r) 都 不 能 落 
入 W (p). 这 里 只 有 四 种 可 能 性 : 

(1) f=., Jr) = 六 

(2) f(D) =r, f(r)=l; 

(3) F0) = f(r); 

(4) ! 和 7 之 一 , 或 两 者 , 趋向 无 穷 . 
对 于 情形 (1), 运用 中 值 定理 及 其 推论 , 知道 必 有 两 点 u 和 wv, 满足 


ll<u<p<v<r, f'(u)=f(v)=1. 


由 于 f/(p) < 1, 在 (u,v) 中 必 有 一 个 极 小 值 点 ro 根据 前 面 的 性 质 (5). 这 个 极 
小 值 只 能 是 负 的 , 即 f'(xo) < 0. 因而 f'(x) 必须 在 (u,v) 内 经 过 零点 ， 从 而 保证 
f(z) 在 (u,v) 中 具有 至 少 一 个 临界 点 . 按照 定理 的 表达 方式 , 如 果 临 界 点 数目 多 于 
一 个 , 也 并 无 影响 . 

情形 (2) 只 须 考 虑 O, 就 归结 为 情形 (1). 

至 于 情形 (3), 根据 微分 学 的 中 值 定理 , 函数 f(z) 在 (r) 中 至 少 有 一 个 临界 
点 c, f'l) = 0, 定理 成 立 . 

情形 (4) 难以 用 上 面 的 方法 判断 , 不 过 它 至 多 导致 两 个 吸引 的 轨道 . 

以 上 讨论 没有 涉及 另 一 种 特殊 情况 , 即 W(p) 本 身 包括 了 映射 的 一 个 端点 , 但 
并 不 包含 f(z) 的 临界 点 ， 只 要 f(c) 在 端点 处 降 到 足够 小 的 非 零 值 ， 就 可 能 出 
现 这 种 局 面 ， 不 过 ， 这 至 多 导致 两 个 新 的 吸引 轨道 ， 因 而 也 包含 在 n+ 2 条 轨道 
之 中 . 

上 面 的 叙述 , 除了 最 后 一 段 话 , 均 依 据 文献 [24] 和 狄 万 内 的 书 [26]. 
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费 根 鲍 姆 等 物理 学 家 们 对 研究 倍 周期 分 岔 过 程 的 最 重要 的 贡献 ， 不 仅 是 发 现 
了 刻画 标 度 性 质 的 普 适 常数 6 和 a (以 及 后 面 要 介绍 的 噪声 标 度 因子 < 和 极限 集 
合 维 数 Do), 而 且 更 在 于 引用 相 变 和 临界 现象 理论 中 行 之 有 效 的 重 正 化 群 思想 , 给 
出 了 决定 这 些 普 适 常数 的 方程 . 事实 上 , 为 了 掌握 相 变 理论 中 的 重 正 化 群 方法 , 需 
要 有 较 多 的 知识 准备 . 而 在 倍 周期 分 岔 现象 中 , 可 以 借助 形象 考虑 , 简捷 地 推出 重 
正 化 群 方程 . 
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一 般 说 来 , 重 正 化 群 方法 特别 适用 于 研究 一 个 系统 在 尺度 变换 下 的 不 变性 质 . 
尺度 变换 下 的 不 变性 , 通常 意味 着 系统 中 存在 某 种 分 形 儿 何 结构 , 而 重 正 化 群 方 程 
提供 建立 在 这 种 分 形 结构 上 的 分 析 工 具 . 在 一 维 映射 问题 中 , 符号 动力 学 分 析 往 往 
又 可 以 提示 重 正 化 群 方程 的 形式 . 在 本 书 中 , 我 们 已 经 介绍 了 一 些 符号 动力 学 的 基 
本 概念 (82.6). 后 面 还 要 稍微 涉及 分 形 几何 (87.3), 希望 读者 能 就 倍 周期 分 岔 序列 
的 实例 体会 分 形 几何 、 符 号 动力 学 和 重 正 化 群 方程 三 者 的 密切 关系 . 


ANANA 
(a) f(z) (b) f(f(z)) (c) FEG 


图 3.3 在 u= po 附近 的 抛物 线 映 射 
图 中 给 出 了 f, fO) fO 的 形状 


为 了 较为 自然 地 引出 重 正 化 群 方程 ,我们 考虑 一 些 函数 的 图 形 . 图 3.3(a)，(b) 
和 (c)， 分 别 给 出 了 抛物 线 函 数 f(z) 以 及 f(x), f(9(x) XE u= 1.40 处 , 即 很 接 
近 倍 周期 分 岔 序列 的 无 穷 积累 的 极限 点 we 时 的 图 形 . 在 (b) 和 (c) 两 图 中 , 用 虚 
线 画 出 的 方 框 的 左下 和 右上 两 点 分 别 为 (—0.4, —0.4) 和 (0.4, 0.4). 这 里 的 数值 0.4 
近似 地 等 于 标 度 因子 的 倒数 at = 0.399535…… 

请 注意 , 图 3.3(b) 虚 框 中 的 部 分 , 很 像 是 整个 图 3.3(a) 适当 缩小 并 对 横 轴 反 
射 的 结果 . 类 似 地 , 图 3.3(c) 虚 框 中 的 部 分 , 又 很 像 是 整个 图 3.3(b) 适当 缩小 并 对 
横 轴 反射 的 结果 . 事实 上 ,整个 图 形 对 纵 轴 也 要 反射 一 次 ， 只 是 因为 我 们 所 取 的 抛 
物 线 函 数 在 x 一 -z 时 不 变 , 这 次 反射 不 起 作用 . 如 果 换 一 个 左右 不 对 称 的 单 峰 函 
数 , 在 其 倍 周期 分 岔 序列 的 极限 /pee 附近 画 类 似 的 图 形 ， 则 上 述 相似 性 仍然 存在 ， 
而 且 可 以 清楚 看 到 左右 反射 . 

这 就 是 说 , 就 图 3.3 的 中 心 部 分 而 言 ， 


f(x) 


-ara (-5) 


FP (a) 


相像 ， 
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与 
-af(9 (-£) 


Q 
相像 , 等 等 . 我 们 可 以 定义 一 个 作用 在 单 峰 函 数 上 的 变换 F, 它 的 作用 就 是 把 函数 
套用 两 次 , 对 纵横 两 个 坐标 , 均 按 某 个 待定 的 常数 a 做 比例 变换 ,并 反射 一 次 ( 即 
取 负 号 ): 


大 jz) = af ( Z) = afof(-2). (3.19) 
再 作用 一 次 , 根据 定义 得 


P1a=-eF1o (-5) = case (Ea) 


Tan 的 -上 ray 加 (| E 
VES (cs f (ess) 
我 们 有 意 把 Co) 因子 分 开 写 , 以 便 套 用 (3.19) 式 , 得 到 


Pra - ant (Pr (E) s 
一 直 作 用 n 次 , 得 到 
F^f(z) = oF™ f (7715 (-)). (3.21) 
如 果 在 n 一 oo 时 存在 极限 
Jim F^ f(z) = gle), (3.22) 
即 可 在 (3.21) 式 两 端 取 极限 ,得 
g(z) = —ag (s (-£)) (3.23) 


Q 
这 就 是 决定 函数 g(z) 和 常数 a 的 方程 . 

上 面 的 讨论 基于 对 图 形 的 直接 观察 , 没有 计 入 参量 / 的 变化 . 实际 上 , 这 种 参 
量变 化 的 效果 ， 也 很 难 靠 肉眼 察觉 然而 ,如 果 从 pOU ) 和 pO? 的 图 中 取出 局 
部 , 加 以 放大 , 还 是 可 以 看 清楚 发 生 了 什么 变化 . 费 根 鲍 姆 最 早 的 文章 [10] 中 , 给 
出 过 几 幅 这 样 的 图 形 , 可 惜 各 图 之 间 的 坐标 比例 没有 调整 好 . 现在 把 它们 重新 画 在 
图 3.4 中 . 我 们 要 强调 指出 , 这 些 图 并 不 是 映射 的 全 貌 ,而 只 是 取 许 多 不 动 点 中 的 
一 个 ， 比 较 在 改变 参量 时 不 动 点 附近 的 映射 曲线 如 何 变 化 . 图 3.4(b) 给 出 了 超 稳 
ESE ji 处 fOO 的 坐标 原点 附近 的 一 个 不 动 点 局 部 的 情形 . 

如 果 在 同一 个 参量 ju 处 , 取出 fO" ) 的 相应 局 部 , 则 它 就 像 图 3.4(a) 那样 . 
图 中 对 角 线 两 头 各 有 一 个 已 经 失 稳 的 不 动 点 . 这 两 个 不 动 点 也 出 现在 图 3.4(b) 中 ， 
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不 过 每 个 不 动 点 附近 各 增加 了 两 个 超 稳 定 不 动 点 . 图 3.4(a) 两 个 不 动 点 之 间 还 有 
一 个 不 动 点 , 它 来 自 £O"? 的 早已 失 稳 的 不 动 点 , 并 且 会 一 直 存在 下 去 : f(™) 的 
不 动 点 一 定 是 [C 的 不 动 点 , 只 要 mm <n 而 且 m 是 n BIBIT. 


(a) (b) (c) 
图 3.4 ”映射 函数 局 部 示意 
(a) 在 jin 处 的 f^ D 局 部 ; (b) 在 An 处 的 FOO 局 部 ; (c) 在 Anpi 处 的 FCO 局 部 


现在 把 参量 值 变 到 下 一 个 超 稳 定 周期 Any 处, 仍然 画 出 [OO 的 曲线 , 即 图 
3.4(c). 适当 取 此 图 中 的 局 部 ,调整 纵横 坐标 比例 和 对 坐标 轴 反 射 ， 可 以 恢复 到 图 
3.4(a) 那样 . 

我 们 看 到 ,“ 重 正 化 操作 ”由 三 件 事 构 成 : 

(1) 周期 加 倍 ; 

(2) 参量 从 An 移 到 naui 

(3) 调整 坐标 比例 和 方向 . 
因此 , 重 正 化 变换 (或 重 正 化 算 子 ) F 的 更 确切 的 写法 是 


T f(in 2)  —of (Bui f (Bue tS)) 
Ff (jin 2) - (7a f09 (Deas fO (Antz, 3) (3.24) 


费 根 鲍 姆 给 出 了 一 些 合 理 而 不 严谨 的 论据 , 猜测 存在 着 一 个 与 初始 函数 f 的 
选取 无 关 的 极限 函数 g(z)， 


Jim Co) 199 (asia e) = ata (3.25) 
这 一 结果 以 后 被 数学 家 们 严格 证 明了 [27, 3. 由 复合 函数 的 定义 知道 ， 
(25) e £ EN. k-1) n ( 大 一 1 PN T 
f (io cux) =f? (isl o wi (i ou): 
在 上 式 两 端 分 别 取 天 一 oo 极限 , 得 到 决定 g(x) 的 函数 方程 
g(r) = —og (o (-=)) (3.26) 
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这 就 是 费 根 饱 姆 首次 得 到 的 重 正 化 群 方程 . 函数 g(z) 自然 是 重 正 化 变换 三 的 “不 
动 点 ”一 一 实际 上 是 函数 空间 里 的 “不 动 函数 ”: 
Fg(r)— g(z). (3.27) 


于 是 , 一 切 事情 都 升 了 一 级 . 原来 在 线段 上 讨论 实数 x. 它 在 函数 f( 或 f?) 
作用 下 达到 不 动 点 . 而 今 在 单 峰 函 数组 成 的 函数 空间 中 讨论 函数 f. 它 在 重 正 化 变 
换 大 作用 下 达到 不 动 点 . 这 是 函数 空间 中 的 不 动 点 ， 即 一 个 普 适 的 、 不 依赖 于 初 
始 函 数 f 的 不 变 函 数 g(z). (8.26) 式 是 决定 gle) 的 函数 方程 ， 它 同时 应 给 出 “本 
征 值 ”a 

为 了 求解 方程 (3.26), 需要 再 加 一 些 条 件 . 首先 是 归 一 条 件 


g(0) — 1. (3.28) 
其 次 , 由 于 (3.25) 式 中 是 按 超 稳定 点 的 序列 求 极 限 ， 自 然 有 导数 条 件 
g'(x) = 0. (3.29) 


然而 , 这 两 个 条 件 还 不 足以 完全 确定 方程 (3.26) 的 解 . 事实 上 , g(x) 在 极 大 值 附近 
的 行为 也 很 重要 . 把 g(z) 在 极 大 值 附 近 展 开 : 


g(x) = 1 + Ar” + Bz?* 4--... (3.30) 


UY z 才能 单 值 地 确定 g(z) 换言之 , 各 种 各 样 的 单 峰 函数 ， 还 得 按 它 
们 在 极 大 值 附近 的 行为 划分 成 普 适 类 这 是 我 们 在 81.4 中 提 到 过 的 度 规 普 适 
类 . 具有 同一 个 s 值 的 单 峰 函数 , 在 F 作用 下 趋向 同一 个 g(z). 当然 , > = 2 是 
最 常见 的 情形 . 

我 们 扼要 讨论 一 下 如 何 求解 方程 (3.26). 更 进一步 的 分 析 表 明 , ga) 是 F 的 
一 个 双 曲 型 的 不 动 点 . 因此 , 用 数值 方法 来 逼近 g(z) 时 必须 十 分 小 心 : 在 沿 “ 稳 定 
方向 ”收敛 到 一 定 程度 后 ,求解 过 程 会 在 “不 稳定 方向 ”控制 下 失去 收敛 性 ， 通 党 
要 在 计算 过 程 中 不 断 做 修正 , 才能 达到 必要 的 收敛 精度 . 

下 面 介绍 一 种 简便 的 方法 , 它 可 以 避免 出 现 不 收敛 问 题 . 在 展开 式 (3.30) 中 先 
保留 两 项 ( 取 z = 2), 即 取 


g(z) = 1 + Az?, 
把 它 代 入 方程 (3.26). 方程 右 端 对 zx 展开 后 , 只 保留 到 zx? 项 . 比较 方程 两 边 常数 项 
和 c? 项 的 系数 , 得 到 决定 4 和 a 的 两 个 代数 方程 . 很 容易 解 得 Ao = -ao/2, ao = 
1 十 V3 一 2.73.…, 后 者 与 精确 解 a = 2.5029... 已 经 相去 不 远 . 
下 一 步 , 在 展开 式 (3.30) 中 保留 3 项 , 得 出 决定 a、4 和 B 的 3 个 方程 . 数值 
求解 时 ,以 (ao, 40,0) 作为 初 值 , 不 难得 到 al = 2.534:…, A,— —1.5224--., Bi = 
一 0.1276.… 等 等 . 这 一 计算 过 程 很 容易 程序 化 ， 从 而 确定 a 和 g(x) 到 给 定 精度 . 
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我 们 在 82.2 中 已 经 说 过 , 求解 任何 非 线 性 方程 之 后 的 第 一 件 事 ,就 是 对 所 得 
到 的 解 进行 线性 稳定 性 分 析 . 就 像 处 理 非 线 性 映射 的 迭代 一 样 , 我 们 构造 一 个 函数 
和 迭代 过 程 
gn(z) = —agn-1 (ssi (-2)) (3.31) 
来 趋 近 方程 (3.26) 的 解 glx). 把 wo(z) TE g(z) 附近 展开 , $ 
gn(Z) = g(x) + hn(z), (3.32) 
其 中 (r) 是 个 “小 ”函数 ,类 似 (2.6) 式 中 的 en. 把 (3.32) RRA (3.31) 式 , 其 
右 端 是 
-a |s (o (72) * C 2)) f (9 C2) + hn C2))]- 
对 haa 展开 , 并 且 只 保留 到 ha- 的 线性 项 时 ,， 剩 下 
-a [s (9 (-3)) +9 (o C2) 9 C02) t (9 C2))]- 
利用 不 动 点 方程 (3.26)， 消 去 两 端 第 一 项 后 , 有 
mie) = -a [ma GEE) ro CD) a em 
关于 “小 ”函数 h(x), 我 们 做 一 个 假定 , 即 它 由 同一 个 函数 h(z) 决定 : 


hn(z) = 。 (3.34) 


其 中 常数 5 应 大 于 1, 才能 保证 ha(x) BE n 增加 而 变 小 . 于 是 ，(3.33) 式 成 为 关于 
h(z) 的 齐 次 线性 函数 方程 
nn os (oD) ro (oH) ea 


引入 一 个 线性 算 子 


aec C) (Hs) ew 


由 于 g(r) 已 经 求 出 来 , C£ 的 作用 是 完全 确定 的 . 方程 (3.35) 乃 是 线性 算 子 c 的 方 
程 


Eha = sh(z). (3.37) 
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只 有 对 于 特定 的 本 征 值 1/60, (3.37) 式 才 能 有 非 零 的 h(z) 解 . 因此 , 问题 就 归 
结 为 求解 方程 (3.37) 的 本 征 值 谱 . 对 于 一 个 函数 方程 ， 可 能 存在 无 穷 多 个 本 征 值 . 
我 们 主要 关心 那些 大 于 1 的 本 征 值 . 具体 计算 过 程 依赖 于 如 何 把 函数 h(z) 和 算 子 
£ 表示 出 来 . 费 根 鲍 姆 用 数值 方法 求 得 本 征 值 谱 , 并 且 判 断 只 存在 一 个 大 于 1 的 本 
征 值 . 事实 上 , 费 根 鲍 姆 还 构造 了 另 一 组 本 征 函数 
V, = [g(z)]^ — z^g'(z). 
其 第 一 项 是 9(z) 的 p DOR. 因此 取 p > 1 是 合理 的 . 把 算 子 C 作用 到 v(e) E, 
并 且 利用 9(z) 满足 的 重 正 化 群 方程 (3.26) 进行 简化 , 得 到 
£V, (a) = (~a)? v (x). 
可 见 8(z) 果然 是 本 征 函 数 , 其 本 征 值 在 p > 1 时 小 于 1. 费 根 鲍 姆 猜测 ， 线 性 算 
C £ 的 本 征 值 问题 (3.37) 只 有 h(x) 和 p) 两 组 本 征 函数 ， 而 大 于 1 的 本 征 值 
6 只 有 一 个 . 我 们 在 82.3 中 给 出 的 5 的 高 精度 数值 , 是 后 来 人 们 用 对 不 稳定 周期 展 
开 的 方法 算得 的 D 
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在 现实 世界 中 , 混沌 总 是 披 着 噪声 的 外 衣 . 即使 进行 计算 机 实验 , 也 要 受到 舍 
入 误差 的 影响 . 一 个 完整 的 理论 , 必须 提供 区 分 噪声 和 混沌 的 手段 , 同时 计 入 噪声 
对 标 度 性 质 的 影响 . 我 们 将 在 第 7 章 里 介绍 如 何 区 分 混沌 与 噪声 , 这 里 先 讨论 噪声 
可 能 产生 的 影响 . 

我 们 已 经 知道 , 混沌 行为 和 与 之 密切 相关 的 分 岔 结构 , 无 论 从 参量 空间 或 相 空 
间 看 ， 都 包含 着 许多 细致 的 内 部 层次 . 例如 ，2" 倍 周 期 轨道 的 序列 或 由 2^ 个 “ 岛 
屿 ”组 成 的 混沌 等 , 加 入 有 限 的 外 噪声 后 , 小 到 一 定 程度 的 精细 结构 就 会 被 抹 平 而 
无 法 看 到 . 要 多 看 到 一 个 新 的 层次 上 的 精细 结构 ,就 必须 相应 地 降低 噪声 水 平 . 这 
要 由 一 个 新 的 噪声 标 度 因子 来 刻画 . 事实 上 , 噪声 在 混沌 理论 中 起 着 更 为 积极 的 作 
Hi. 同 相 变 理论 对 比 ,， 有 助 于 更 深刻 地 理解 这 一 点 . 

一 块 磁铁 处 于 居 里 温度 T. 之 上 时 ， 平 均 磁 矩 为 零 ， 表 现 不 出 宏观 磁性 ， 在 
T « T, 时 ,出 现 不 为 零 的 平均 磁 矩 . 平均 磁 矩 是 一 个 序 参 量 . 非 零 的 序 参量 意味 着 
出 现 了 一 种 新 序 , 或 新 的 “ 相 ”. 在 没有 外 磁场 存在 时 , 处 于 T= T. 的 磁铁 中 可 以 
自发 地 出 现 非 零 的 平均 磁 矩 ,这 就 是 磁铁 的 自发 磁化 . 然而 , T AT. 时 ,一定 的 外 
加 磁场 也 可 以 诱导 出 不 为 零 的 磁 矩 . 要 想 完整 地 描述 磁铁 的 状态 变化 ,就 必须 考虑 
温度 和 磁场 这 两 个 参量 张 成 的 “ 相 平 面 ” .磁场 是 同 序 参量 耦合 ,可 以 诱导 出 非 堆 
磁 矩 的 共 斩 场 . 相 变现 象 的 标 度 理论 , 是 靠 温 度 和 磁场 这 两 个 参量 建立 的 , 它们 对 
应 重 正 化 群 分 析 中 的 有 关 参 量 . 我 们 在 84.3 中 , 还 要 回 到 同 相 变 的 对 比 . 
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在 倍 周 期 分 岔 的 标 度 理论 中 ,控制 参量 / 起 着 类 似 温度 的 作用 . 混沌 不 是 无 
序 , 在 分 析 一 个 系统 的 参量 空间 或 者 考察 一 条 无 穷 长 的 轨道 时 , 都 会 发 现 某 种 整体 
性 的 结构 或 “ 序 ”. 然而 , 如 果 在 一 个 特定 的 混沌 转变 点 附近 , 观察 有 限 长 的 一 条 
轨道 , 混沌 看 起 来 就 很 像 是 一 种 无 规 运动 . 在 这 个 意义 上 ,， 外 噪声 起 着 某 种 共 斩 场 
的 作用 , 它 可 以 在 系统 中 诱发 混沌 行为 , 使 混沌 转变 较 早 发 生 . 
为 了 计 入 外 噪声 的 影响 , 我 们 在 非 线 性 映射 (2.1) 中 加 入 一 个 强度 为 o 的 随机 
的 外 源 项 : 
Tapi = f(a) 4 of, (3.38) 


这 里 &, 是 遵从 某 种 统计 分 布 (例如 在 区 间 (—1,1) 上 均匀 分 布 或 具有 高 斯 分 布 ) 的 
随机 数 ， 其 平均 值 和 关联 满足 


ha < (3.39) 


6nm 是 克 罗 内 克 尔 符号 , nn = 1, 6nm — 0 Anm. 

1908 年 ， 朗 之 万 在 研究 布朗 运动 时 引入 了 包含 随机 外 力 的 微分 方程 ， 后 来 称 
之 为 朗 之 万 方程 . 迭代 关系 (3.38) 可 以 看 做 是 一 种 离散 化 的 朗 之 万 方程 . 下 面 , 我 
们 不 加 推导 , 而 是 以 对 比 的 方式 , 来 说 明理 论 的 要 点 . 

我 们 知道 , 愈 是 接近 临界 点 z = 0, 单 峰 映射 f(z) 就 更 接近 普 适 函数 gle). 对 
TURN CO 也 是 如 此 . 我 们 可 以 把 这 种 对 应 关系 示意 地 写成 


f(x) ^ g(7), 
fO) (z) 2 g? (x) = a^! g(oz), 


其 中 第 二 式 里 明显 使 用 了 普 适 函数 ga) 所 满足 的 重 正 化 群 方程 (3.26). 并 且 把 负 
号 吸收 进 a 的 定义 . 现在 设 x = 0 附近 有 小 噪声 6, 把 上 面 的 对 应 关系 改变 成 


F(z) + €— g(z) + £D(a), 
(f +EP (z) 2 (g + £D)O (x). 


其 中 D(z) 是 一 个 新 的 普 适 的 标 度 函数 一 一 方差 函数 . 我 们 要 求 上 面 第 二 式 的 右 
端 满足 同 (3.26) 类 似 的 重 正 化 群 方程 ， 即 


(g + £D)? (x) = a^! [g(ox) + £D(oz)]. (3.40) 


这 里 引入 了 一 个 新 的 噪声 标 度 因子 <， 因 为 没有 理由 要 求 用 一 个 标 度 因子 a 来 同 
时 标 度 两 个 函数 g(z) 和 D(z). 把 (3.40) 式 左 端 明 显 地 写 出 来 , 有 


(g + €) (£) = g (g(z) + € D(z)) + €2 (g(x) + £s D(z)). (3.41) 
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这 里 使 用 了 两 个 随机 数 6; 和 £2。， 因 为 两 次 迭代 中 一 般 要 过 到 两 个 不 同 的 随机 数 . 
把 (3.41) 式 展开 到 小 噪声 上 的 一 次 项 , 并 且 利 用 重 正 化 群 方程 (3.26), 得 到 
(g + £D)? (zx) = a^! g(ox) + &g' (g(x)) D(z) + £D (g(7)). 


我 们 不 能 简单 地 令 上 式 等 于 (3.40) 式 的 右 端 ， 因 为 后 者 还 包含 了 另 一 个 随机 数 €. 
然而 , 由 条 件 (3.39) 和 高 斯 分 布 随机 数 之 和 的 性 质 知道 , 这 些 随机 数 的 系数 的 平方 
应 满足 关系 式 


[2 (g(z)) D(z)]^ + [D(g(z))]? = o^? [&D(oz)]? . (3.42) 
现在 定义 一 个 作用 到 [D(z)]? 的 线性 算 子 
NID(z)]? = o? {[D(g(z))]? + [9g'(g(z)) D(z)]?)}, (3.43) 


它 与 83.5 中 引入 的 线性 算 子 C 很 相像 . 于 是 , (3.42) 式 写 成 
NI[D(z)]? = £2[D(z)]?. (3.44) 


我 们 看 到 ，k? 是 这 个 线性 算 子 的 本 征 值 . 方程 (3.43) 和 (3.44) 具有 同 线性 化 
的 倍 周期 分 岔 重 正 化 群 方程 (3.36) 和 (3.37) 类 似 的 结构 . 事实 上 , 用 数值 方法 求 5 
和 h(z), 或 计算 K? 和 [D(z)]?, 可 以 使 用 同一 个 程序 . 对 于 以 抛物 线 为 代表 的 单 峰 
映射 , 普 适 常数 k = 6.61903. . (291. 

反复 套用 重 正 化 群 方程 (3.26), 可 以 求 得 


g(a) = a "g(o"r). (3.45) 


CRH gO (v) 的 局 部 , 要 放大 on 售后 才 与 原来 的 单 峰 映射 相当 . 有 外 噪声 存在 
时 ,反复 套用 (3.40) R, 有 


(g + £9? (x) = a^" [g(o^z) + £k" D(o"z). (3.46) 


这 就 是 说 , 要 使 噪声 在 2" DORT UR EISE RE; RRRA, 必须 把 函数 € D (o) 
放大 a/s 倍 . 由 于 a/s = 0.3781.… < 1, 实际 上 是 每 次 倍 周期 时 , 应 把 噪声 部 分 缩 
小 &/o 2.645 fii. 这 就 是 噪声 标 度 因子 r 的 物理 意义 . 

现在 我 们 概括 一 下 83.4 到 §3.6 中 所 做 的 事情 . 我 们 从 重 正 化 群 方程 (3.26) 定 
出 了 普 适 函数 ga) 和 相应 的 标 度 因子 . 然后 ,在 ga) 附近 以 两 种 方式 实行 线性 
化 . “确定 论 ” 的 线性 化 导致 普 适 函数 he) 和 相应 的 本 征 值 5( 倍 周期 序列 的 收敛 
因子 ); “随机 性 ”的 线性 化 导致 了 普 适 函数 D(z) 和 相应 的 本 征 值 «(噪声 标 度 因 
T). 它们 之 间 的 关系 示意 在 表 3.1 中 . 
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表 3.1 与 倍 周期 序列 有 关 的 普 适 性 质 


普 适 函数 普 适 指数 
g(x) a 一 一 相 空间 中 的 标 度 因子 
h(x) 6 一 一 参量 空间 中 的 收敛 速率 
D(z) A 一 一 噪声 标 度 因子 


实际 上 还 有 另 一 个 普 适 指数 ， 即 反映 倍 周期 分 侈 序 列 极限 轨道 的 稀 朴 结构 的 
分 维 DR = 0.538…… 我 们 在 87.4 中 再 讲 . 

至 于 这 些 函 数 和 指数 的 “ 普 适 性 ”, 其 实 是 大 有 限制 的 . 迄今 给 出 的 a, 5, r Dr 
的 数值 ,都 只 适用 于 和 抛物 线 映 射 属于 同一 个 度 规 普 适 类 的 单 峰 映射 , 即 在 极 大 值 
附近 的 展开 式 (3.30) 中 z = 2 的 情形 . 如 果 > 关 2， 这 些 指数 的 值 也 不 一 样 . 我 们 
省 略 细节 ,仅仅 在 此 指出 ,，a(z) 和 6(z) 在 z 一 oo 的 行为 ， 由 于 数值 计算 的 困难 ， 
曾经 引起 过 几 年 争议 , 才 得 到 最 终 解决 . 原来 z 一 1 和 z 一 oo 两 个 极限 都 有 收敛 
其 慢 的 问题 , 而 极限 本 身 为 [39 


o(1) = oo, o(oc) = 1; 
ô(1)=2, (o0) = 20.8... 


其 中 5(1) = 2 是 早 就 知道 的 理论 结果 , 但 z 一 1+ 时 收敛 极其 缓慢 . 

更 重要 的 是 ,83.4 到 83.6 中 列举 的 普 适 指数 的 数值 只 适用 于 周期 2^. n 一 oc 
的 倍 周 期 序列 . 在 单 峰 映射 的 参量 轴 上 , 还 可 以 挑选 出 无 穷 多 种 其 他 周期 的 序列 ， 
例如 周期 为 3*, 4", 5^, .… 的 序列 . 它们 也 具有 相应 的 标 度 性 质 和 普 适 指数 , 但 数 
值 却 大 不 相同 . 我 们 在 $4.5 中 再 继续 讨论 1 倍 周期 序列 的 性 质 . 
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抛物 线 映 射 分 岔 图 2.5 的 混沌 带 中 , 最 显而易见 的 周期 窗口 是 周期 3. 这 个 周 
期 窗口 附近 的 一 段 分 岔 图 , 已 经 放大 显示 在 图 2.6 中 . 细致 地 观察 周期 3 窗口 的 出 
现 和 发 展 过 程 , 可 以 提出 和 理解 许多 深刻 的 问题 . 这 一 章 将 集中 研究 周期 3 窗口 附 
近 的 现象 . 事实 上 ， 这 里 发 生 的 一 切 现象 ， 同 样 存在 于 其 他 周期 窗口 中 . 在 抛物 线 
映射 中 , 周期 3 是 能 够 看 到 这 些 现象 的 最 短 周期 , 也 是 最 宽 的 窗口 , 因而 数值 计算 
中 也 最 易于 观察 . 


$4.1 周期 3 的 诞生 


我 们 提出 的 第 一 个 问题 是 周期 3 是 怎样 诞生 的 . 3 是 奇数 ， 这 个 轨道 不 可 能 
来 自 倍 周期 分 岔 ， 对 于 抛物 线 映射 (2.13)， 周 期 3 窗口 起 点 的 准确 参量 值 为 u= 
1.75( 后 面 要 计算 它 ). 图 4.1 画 出 了 对 应 这 个 参量 的 f(y,z) 和 fO (usc) 曲线 . 我 
们 看 到 O 有 4 个 不 动 点 ， 其 中 一 个 是 继承 了 f 的 不 稳定 不 动 点 ， 而 另外 3 个 
恰好 与 分 角 线 y = r 相 切 . 切 点 处 fO 的 导数 为 +1， 这 正 是 稳定 性 条 件 (2.11) 
的 一 个 边缘 . 我们 已 经 知道 男 一 个 边缘 -1 对 应 倍 周期 分 岔 . 这 里 会 发 生 什么 事 


情 呢 ? 
UM 


(a) (b) 
图 4.1 Æ p= 1.75 &bBS f 30 fO? 函数 
(a) f(z); (b) F(E (z))) 


如 果 把 参量 值 增加 到 略 大 于 1.75， 则 每 一 个 切 点 都 越过 分 角 线 变 成 两 个 交点 . 
用 一 点 初等 几何 知识 , 很 容易 证 明 在 两 个 交点 处 的 曲线 斜率 分 别 大 于 或 小 于 1. 证 
明 如 下 . 

在 任何 切 点 附近 ，fG3) 的 局 部 行为 都 可 以 用 抛物 线 描述 . 又 是 抛物 线 ! 把 坐标 
原点 移 到 抛物 线 与 分 角 线 相 切 处 , 抛物线 的 方程 可 以 写成 ( 见 图 4.2(a)) 


y — zt az?, (4.1) 
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其 中 常数 a 在 fO 的 每 个 切 点 处 取 不 同 的 值 . 然而 , 这 并 不 重要 , 可 以 不 管 它 . 把 
抛物 线 往 下 推 一 点 点 , 变 成 


y = —e +r +ar’?, (4.2) 
其 中 小 量 e 0. 它 与 分 角 线 y = z XF z = H/E 处 , 相应 斜率 为 
y = 1 + V2ae. 
25 e 很 小 时 , 它们 分 别 大 于 和 小 于 1， 见 图 4.2(b). 
y y 
(a) (b) 


图 4.2 ”一 个 切 点 附近 的 映射 局 部 示意 
(a) e=0;(b)e>0 


这 就 是 说 , O 现在 有 了 3 个 稳定 不 动 点 和 3 个 不 稳定 不 动 点 . 对 于 f 而 言 ， 
它们 分 别 给 出 一 条 稳定 的 周期 3 轨道 和 一 条 不 稳定 的 周期 3 轨道 . 它们 对 应 函数 


fO (u, x) -T 
f(u,z) z 


的 6 个 零点 (用 f — c 除 , 就 排除 了 从 f 继承 来 的 那个 平庸 不 动 点 ). 在 周期 窗口 
开始 处 ,两 条 周期 3 轨道 退化 成 同一 条 轨道 . 因此 ,这 时 方程 


g(p, z) 三 


g(u, x) — 0 
有 3 个 二 重 根 . 换言之 , gu, z) 应 当 能 表示 为 完全 平方 
g(u, £) = (Az? + Bz? + Cz + D. 
比较 上 式 两 端 z HARRER 688 7 个 方程 来 决定 4, B, C, D 这 4 个 系数 . 
因此 , 这 7 个 方程 必须 再 满足 一 些 补充 条 件 , 才能 互相 兼容 . 对 于 抛物 线 (2.13), 直 


接 计算 表明 , 兼容 条 件 是 
4p — T. 


这 就 定 出 了 周期 3 窗口 起 点 的 参量 值 5 = 175. 


84.2 ” 阵 发 混沌 的 几何 图 像 69 


上 面 的 讨论 说 明了 切 分 岔 一 词 的 由 来 . 每 个 切 分 岔 点 处 , 诞生 一 对 周期 相同 的 
稳定 和 不 稳定 的 周期 轨道 . 同 倍 周期 分 岔 类 似 , 可 以 借助 隐 函 数 定理 对 切 分 岔 进行 
彻底 的 分 析 . 分 析 过 程 与 前 面 倍 周期 分 岔 定理 的 证 明基 本 平行 ,甚至 稍为 简单 . 我 
们 把 切 分 兮 定理 的 证 明 留 给 乐于 钻研 的 读者 , 这 里 只 表述 最 终结 果 . 

RREN: 如果 映射 函数 f(y,z) 满足 以 下 条 件 : 

(1) 在 (u, x) 平面 中 存在 一 个 不 动 点 


f? (u*,z*) as z*, 


(2) 在 此 不 动 点 处 , 达到 稳定 边界 --1. B 

LA 

Or 

同 前 面 倍 周期 分 岔 定理 的 证 明 过 程 一 样 , 这 里 用 f]. 表示 flarar, 
(3) 在 此 不 动 点 处 ，f(” 对 参量 / 的 偏 导 数 不 为 零 , 即 


fuz) |, — 41, 


a. Ga) |x * 0, 
(4) 同时 ,二 阶 偏 导数 也 不 等 于 零 : 


9? 
af (ma) |x #0, 


则 在 (u*, z*) 附近 存在 一 个 小 区 域 , 例如 长 方形 (从 u* -n 8l u* +n 从 xz* — € SJ 
z* +e) ÆR p> 必 或 4< pu 的 一 半 (这 与 上 面条 件 (3) 和 条 件 (4) 中 两 个 非 
零 导数 的 相对 符号 有 关 )，f(” = z 有 两 个 实数 解 ,一 个 稳定 , 一 个 不 稳定 , 而 在 另 
一 半 中 fo = z 没有 实数 解 . 

形象 地 说 , 随 着 f= r 的 一 对 复 根 在 切 分 岔 处 变 成 两 个 实 根 , 从 混沌 带 中 突 
然 冒 出 来 f 的 一 条 周期 n 轨道. 同时 , 还 有 一 条 不 稳定 的 周期 n 轨道 诞生 ,不 过 
要 采取 特别 的 计算 办 法 才能 看 到 它 . 然而 , 在 这 一 对 周期 轨道 出 现 之 前 , B < ut 
但 很 接近 后 者 时 ， 混 沌 运动 已 经 表现 出 一 些 新 的 特点 ， 它 预示 着 周期 轨道 即将 诞 
生 . 这 就 是 下 面 要 研究 的 阵 发 混沌 现象 . 


84.2 ” 阵 发 混沌 的 几何 图 像 


图 4.3 是 抛物 线 映 射 (2.13) 在 参量 u = 1.749 时 的 迭代 过 程 . 图 中 有 些 时 间 段 
， 运动 十 分 接近 周期 过 程 , 而 在 规则 的 运动 段落 之 间 , 夹杂 着 看 起 来 很 随机 的 跳 
. 人 们 往往 把 这 里 的 规则 运动 称 为 “ 层 流 相 ”, 而 把 随机 跳跃 称 为 “灌流 相 ”. 不 
， 这 些 名 词 用 法 , 与 一 般 灌流 理论 中 不 同 , 读者 宜 加 以 注意 . 观察 江河 激流 中 大 
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片 流体 的 运动 , 可 见 满 流 与 非 湛 流 部 分 之 间 有 明显 的 边界 . 边界 线 的 形状 无 规 也 不 
固定 , 而 是 随 流 体 运 动 不 断 变化 . 如 果 在 边界 附近 取 一 个 固定 的 观察 点 ， 则 这 个 点 
AMRAM, 忽而 置身 区 外 , 这 个 点 的 流速 变化 就 会 呈现 出 油 流 与 层 流 随机 交 
蔡 的 “ 阵 发 ”行为 . 我 们 在 本 节 所 讨论 的 阵 发 混沌 ， 只 是 迭代 过 程 的 时 间 行 为 ， 完 
全 不 涉及 空间 分 布 . 这 种 意义 下 的 阵 发 混沌 ,最 早 见于 洛 伦 茨 模 型 (1.11) 的 数值 试 
验 B1. 玻 姆 (Y. Pomeau) 和 曼 维尔 (P. Manneville) 用 一 维 映射 清楚 地 说 明了 阵 发 
混沌 的 机 理 [32. 


图 4.3 EESE u = 1.749 处 的 阵 发 混沌 


我 们 回 到 图 4.1(b) 所 示 的 SO 和 分 角 线 的 相 切 . 图 中 每 一 处 切 点 附近 的 局 部 
情形 都 如 图 4.2(a) 那样 . 把 参量 值 略 为 缩小 , 3 个 切 点 全 部 消失 , 但 在 原来 的 切 点 
处 , fO 和 分 角 线 之 间 留 下 一 条 缝隙 . 图 4.4 为 抛物 线 映射 画 出 了 u= 1.745 的 fO 
曲线 . 图 中 右上 角 的 狭 缝 很 难 辨认 , 但 图 的 中 间 部 分 和 左下 方 两 处 切 点 附近 的 狭 颖 
清楚 可 见 . 如 果 把 参量 调整 到 / = 1.74999, 则 这 些 狭 颖 就 都 难以 用 肉眼 觉察 . 但 是 
在 迭代 过 程 中 ,， 当 一 个 轨道 点 落 到 某 一 条 狭 颖 的 “入 口 ” 附近 时 , 它 就 必须 再 经 历 
许多 次 迭代 , 才能 从 狭 颖 中 穿 过 去 , 见 图 4.5. 这 一 组 迭代 点 {zi} 在 数值 上 很 接近 ， 
给 出 图 4.3 中 规整 的 “ 层 流 相 ”. 一 旦 轨道 从 狭 颖 中 穿 出 ， 就 要 经 历 若 干 大 步子 的 
跳跃 (“ 汕 流 相 ”)， 再 落 到 某 一 条 狭 颖 的 入 口 附近 , 重复 以 上 过 程 . 这 就 是 阵 发 混 
沌 的 几何 图 像 . 这 种 图 像 提供 了 很 好 的 基础 , 对阵 发 混沌 实行 更 为 定量 的 刻画 . 


N 


f") 


图 4.4 p= 1.745 时 抛物 线 映 射 fO 的 图 形 
在 图 4.5 所 示 的 狭 颖 中 , 迭代 过 程 可 由 下 式 描 述 : 


Zn+l 一 Zn 十 az2 +€ (4.3) 
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(请 对 比 前 面 的 (4.2) R) 其 中 e > 0 为 小 参量 , 它 比 例 于 参量 / 到 切 分 岔 起 点 jo 
的 距离 ， 


€ x |u — pol. (4.4) 
24 e 很 小 , JSTOR TRUOBUBCKISE , 可 以 取 
Xn] 一 Tn = = RI = (4.5) 
(An 二 1 之 n). 于 是 (4.3) 式 导 致 微分 方程 
dr 
de ax? + e. (4.6) 


4.5 “和 迭代 过 程 穿 过 一 条 狭 颖 


迭代 关系 (4.3) 只 适用 于 狭 颖 处 . 设 在 图 4.5 所 示 的 以 狭 颖 中 心 为 原点 的 坐标 系 中 ， 
从 “入 口 ? 到 “出 口 的 x 坐标 为 从 -L 到 L, 于 是 积分 (4.6) 3X. BIAR A 


dz 2 L 
n- "n II ES NE (2) " (4.7) 
实际 上 ， 由 于 在 不 同 狭 颖 之 间 的 随机 跳跃 , 每 次 “入 口 ” 和 “出 口 ” 的 位 置 L 都 会 
有 些 改变 , 我 们 应 对 (4.7) 式 中 的 L 再 做 一 次 平均 . 不 过 这 一 点 并 不 重要 ,因为 e 
很 小 时 , 反正 切 函 数 的 值 总 是 很 接近 x/2, 于 是 平均 迭代 次 数 为 


"dV as) 


这 里 重要 的 是 : 当 e 一 0 时 , 平均 迭代 次 数 按 e? 发 散 . 这 相当 于 普通 铁 磁 相 变 理 
论 中 “平均 场 ”近似 的 结果 . 同 相 变 理论 一 样 , 还 可 以 进一步 在 标 度 性 质 和 重 正 化 
群 两 个 层次 上 描述 . 我 们 将 在 下 面 两 节 中 分 别 讨论 阵 发 混沌 理论 的 这 两 个 方面 . 
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上 面 的 讨论 实际 上 没有 用 到 周期 3 窗口 的 任何 具体 性 质 ， 因此 也 适用 于 其 他 
所 有 切 分 岔 窗口 的 起 始点 附近 . 事实 上 , 在 许多 微分 方程 描述 的 系统 , 例如 周期 驱 
动 的 布鲁塞尔 振子 83 和 与 光学 双 稳 有 关 的 延 时 微分 方程 89 中 ,都 曾 观察 到 阵 发 
混沌 . 与 切 分 岔 相 联系 的 阵 发 混沌 ， 玻 姆 和 曼 维 尔 称 之 为 第 工 类 阵 发 混沌 . 他 们 还 
提出 了 第 II 类 和 第 II 类 阵 发 混沌 的 概念 和 实例 B34, 这 里 不 再 介绍 . 


$4.8 ” 阵 发 混沌 的 标 度 理论 


相 变 理论 在 1970 年 以 后 的 重大 进展 , 使 威尔逊 (K. Wilson) 在 1982 年 因为 引 
入 重 正 化 群 方法 而 获得 了 诺 贝 尔 物 理学 奖 . 重 正 化 群 理论 的 前 奏 是 20 世纪 60 年 
代 后 期 卡 丹 诺 夫 (L. Kadanoff) 等 人 发 展 的 标 度 理论 . 为 了 掌握 相 变 的 重 正 化 群 理 
ie. 必须 有 坚实 的 数学 基础 ， 甚 至 懂得 量子 场 论 "”. 标 度 理论 则 比较 浅显 透明 、 易 
于 理解 . 然而 , 标 度 理论 必须 从 一 些 合理 的 假定 出 发 , 这 些 假定 的 正确 性 只 有 在 与 
实验 对 比 中 检验 或 在 重 正 化 群 理论 中 才能 证 明 . 有 志 于 研究 复杂 系统 行为 的 读者 ， 
应 当下 工夫 掌握 标 度 理论 和 重 正 化 群 技术 . 阵 发 混沌 的 分 析 , 恰好 又 为 此 提供 了 一 
个 不 需 高 深 数学 知识 的 实例 . 因此 , 我 们 用 一 些 篇 幅 来 加 以 介绍 . 

标 度 理论 的 一 种 表达 方式 ， 就 是 假定 相 变 点 附近 物理 系统 的 热力 学 量 是 广义 
齐 次 函数 . 什么 是 广义 齐 次 函数 呢 ? 一 个 多 变量 函数 (m, y, ---), 如 果 把 它 的 所 有 自 
变量 都 放大 同一 倍数 ! ( 即 实行 “ 标 度 变换 ”)， 而 整个 函数 只 增加 了 一 个 因子 Im: 


我 们 把 这 样 的 函数 叫做 m 阶 的 齐 次 函数 . 例如, z2 + ryty 就 是 一 个 2 阶 齐 次 函 
数 . 在 上 式 两 端 对 ! 取 导 数 , 然后 令 1 = 1, 就 得 到 任何 m 阶 齐 次 函数 都 满足 的 欧 
拉 方 程 

m typ tocme (4.10) 
BOAT 2+ vx 十.…. 称 为 拉 伸 (dilation) 算 子 . 如 果 在 (4.9) 式 左面 必须 用 1 
的 不 同 寒 次 来 标 度 各 个 自 变量 , 才能 在 右面 “ 挤 出 ”同一 个 因子 1m, g 就 是 一 个 广 
义 齐 次 函数 . 我 们 把 公共 因子 移 到 另 一 面 , 写成 


g(z,y,:--) — [UP g(I?z, "y, -- -). (4.11) 


不 难为 广义 齐 次 函数 写 出 推广 的 欧 拉 方程 2 . 

(D 关于 相 变 理论 的 一 般 进 展 , 可 以 参看 于 党、 孝 柏 林 和 陈 晓 松 撰 写 的 《边缘 奇谈: 相 变 和 临界 现象 》 一 
书 B35]. 对 重 正 化 群 方法 有 兴趣 的 读者 , 可 参考 文献 [36] 的 第 一 、 二 章 及 其 所 引文 献 . 

O 如 果 广 义 齐 次 函数 还 包含 参量 , 而 且 参 量 也 必须 同时 做 一 定 变 换 , 才能 “ 挤 出 ”共同 的 因子 pm, RU 
相应 的 推广 的 欧 拉 方程 就 相当 于 量子 场 论 重 正 化 群 理论 中 的 Callen-Symanzik 方程 . 
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广义 齐 次 函数 具有 许多 美妙 的 性 质 . 例如 , 它们 的 微分 、 积 分 、 健 里 叶 变 换 等 
等 , 都 是 各 种 不 同 阶 的 广义 齐 次 函数 . 

为 了 看 清楚 广义 齐 次 函数 怎样 出 现在 相 变 的 标 度 理论 中 ， 让 我 们 设想 有 一 块 
磁铁 , 它 的 温度 很 接近 相 变 点 (EEATT 同时 处 于 外 磁场 Hor. 通常 把 全 和 H 
变 成 无 量 纲 的 上 和 n. 例如 , TAR t= |T- T/T 等 等 . Eto 时 , 磁铁 中 磁 
矩 的 取向 形成 大 大 小 小 的 涨 落花 斑 . 把 磁铁 分 割 成 尺寸 为 1 的 许多 小 块 , 每 一 块 具 
有 某 种 取向 的 平均 磁 矩 . 把 每 个 小 块 的 平均 磁 矩 标 度 成 一 个 新 的 小 磁 矩 ,它们 在 大 
块 磁铁 中 的 取向 又 构成 另 一 幅 涨 落花 斑 的 图 像 . 这 种 图 像 相 当 于 原来 的 磁铁 在 另 一 
套 温度 t, 和 磁场 h 中 所 表现 出 的 涨 落 图 像 . 

我 们 可 以 用 两 种 方式 来 估算 磁铁 的 能 量 (实际 上 应 是 “自由 能 ”, 现在 不 去 区 
分 这 个 细节 ). 设 原来 每 个 磁 矩 的 能 量 是 F(t, 站 ， 则 重新 标 度 后 每 个 磁 矩 的 能 量 是 
F(t hy)， 两 个 函数 的 形式 应 当 完全 相同 ， 因 为 两 组 涨 落 图 像 相似 . 但 F(t, h) 涉 
及 的 体积 是 14 而 不 是 1(d 是 磁铁 的 空间 维 数 , 例如 a = 2 或 3). 因此 , 能 量 关 系 是 


F(ti,hi) = lH F(t, h). 
标 度 理论 本 身 不 能 给 出 RI h, 对 1 的 依赖 关系 , 我 们 只 能 做 最 简单 的 标 度假 定 
t=?t, hi= lh. 


这 样 的 假定 是 否 正确 , 只 能 由 试验 检验 或 由 更 基本 的 理论 来 证 明 . 因此 , 未 知 的 能 
量 函 数 乃 是 一 个 广义 齐 次 函数 


F(t, h) = l4 F(I^l, h). 
由 于 温度 T 并 未 特别 选 定 , 我 们 可 以 在 改变 标 度 时 保持 Pt = 1, BR ! = te, 


于 是 " 
F(t,h) 2i" ^F e zi) f 


考虑 没有 磁场 , 即 h = 0 的 情形 : 
F(t,0) = t*/^F(1,0). 


相 变 点 相当 于 t = 0. 函数 F (6,0) TE t — 0 时 的 奇异 性 决定 比 热 等 物理 量 的 奇异 
性 . 在 远离 相 变 点 处 , 例如 当 t= 10], F(1,0) 通常 并 没有 奇异 性 . 因此 , 我 们 看 到 
F(t,0) Æ t — 0 时 的 奇异 性 由 (2/0 完全 描述 . 类 似 地 , 可 以 保持 h — 1 来 改变 1， 
从 而 讨论 FO, h) 的 奇异 性 . 由 于 比 热 、 磁 化 率 等 物理 量 都 是 由 F(t,h) 的 各 种 偏 导 
数 决定 , 它们 的 奇异 性 归根 究 底 由 p. v 和 维 数 d 决定 . 相 变 的 标 度 理论 就 用 这 种 
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办 法 , 为 描述 相 变 的 6 个 临界 指数 , 建立 起 4 个 标 度 关系 , 使 其 中 只 剩 下 两 个 独立 
的 指数 . 正 是 标 度 理论 的 这 一 结果 , 促成 了 相 变 重 正 化 群 理论 的 重大 进展 . 关心 这 
一 发 展 过 程 的 读者 可 以 参看 文献 [35, 36]. 下 面 继续 研究 阵 发 混沌 . 

我 们 回 到 一 条 狭 缝 中 的 映射 函数 (4.3) 式 : 


y —e-4 x 4 az?(e > 0), 


甚至 还 可 以 假定 周围 环境 中 存在 着 强度 为 o 的 噪声 (参看 83.6 关于 噪声 的 描述 ). 
和 迭 代 过 程 穿 过 狭 颖 所 需 的 步 数 n， 当然 只 是 理论 中 仅 有 的 参量 e 和 o 的 函数 ， 


n = n(e,oc). 


上 一 节 中 (48) 式 就 是 o = 0 时 函数 ”的 一 例 ， 我 们 并 不 需要 知道 具体 的 函数 
形式 ， 就 可 以 发 展 一 套 标 度 理论 . 假定 在 给 定 的 参量 Mo 下， 两 步 迭 代 使 得 
za! — ax", 我 们 可 以 试 着 调整 参量 , 使 得 在 新 的 参量 。 和 o' F, 仅 用 一 步 就 完 
成 z — z” 的 跳跃 . 由 于 两 步 并 成 一 步 , 和 迭代 次 数 nleo) 只 是 原来 的 一 半 ,， 即 


m(e' a^) = jn(e, o). 
我 们 当然 也 可 以 把 每 ! 步 合并 成 一 步 而 有 
n(e, a) = In(e', o"). 


由 于 不 知道 归并 过 程 中 e 和 o 对 1 的 具体 依赖 关系 , 我 们 还 得 做 最 简单 的 标 度假 
定 
n(e, o) = in(l?e, l"c). (4.12) 


我 们 有 一 定 自由 度 来 改变 狭 颖 的 宽度 ， 可 以 要 求 Pe = 1 总 成 立 ,， 即 取 1 = ee, 
代 回 (4.12) 式 , 有 


nleo) = eo (7). (4.13) 


这 里 新 的 未 知 函数 5(z) 其 实 就 是 n(1,2). 只 要 n(1,0) 不 是 奇异 的 ，(4.13) 式 就 决 
定 了 没有 外 噪声 时 n(e,o) 34 e 一 0 时 的 奇异 性 , 即 狭 缝 变 得 无 穷 窗 时 迭代 次 数 怎 
样 趋向 无 穷 , 或 者 说 , 接近 周期 行为 的 “ 层 流 相 ” 怎 样 发 展 成 严格 的 周期 解 . HE 
理论 本 身 不 能 给 出 p 和 v. 我 们 将 在 下 一 节 中 , 通过 求解 线性 化 的 重 正 化 群 方程 来 
定 出 p 和 v. 这 里 先 提前 说 明 , 两 个 “有 关 ” 方 向 上 的 本 征 值 , 就 是 相应 标 度假 定 
中 的 “ 标 度 速率 ”， 即 (4.12) 式 中 出 现 的 


Ae I^, =. 
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取 对 数 后 , 有 

E nu Ke In ào (4.14) 
lnl p ln àe 

数字 ! 只 反映 每 次 归并 的 步 数 ， 它 不 应 出 现在 最 终 的 物理 结果 里 . 我 们 将 会 看 到 ， 


本 征 值 xx 和 Ae 的; 依赖 性 , 正好 从 (4.14) 式 中 消去 mm/. 
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上 一 节 中 改变 尺寸 ! 和 重新 标 度 e; o 的 操作 ， 也 是 对 局 部 的 映射 函数 f(x)， 
例如 (4.3) 式 , 实行 的 一 种 重 正 化 变换 . 如 果 把 这 种 重 正 化 不 断 进 行 下 去 , 会 出 现 什 
么 情形 昵 ; 有 一 种 并 未 严格 证 明 的 可 能 性 ， 是 最 终 达到 一 个 与 f(x) 无 关 的 普 适 函 
数 g(z), 它 与 分 角 线 y = z 形成 一 个 狭 缝 . 由 狭 颖 中 某 点 z 开始 , 进行 1 步 迭 代 后 
达到 gW(z), 相当 于 在 纵横 两 个 方向 做 适当 的 比例 变换 后 ,对 同一 个 函数 g(z) 做 
一 次 迭代 , 即 


a !g(ax) = g (£), (4.15) 
其 中 常数 a 是 一 个 待定 的 标 度 因子 . 24 1 = 2 时 , 这 个 方程 形式 上 与 费 根 鲍 姆 的 重 
正 化 群 方程 (3.26) —RET. 当 1 > 2 时 , 它 形式 上 与 将 在 84.5 中 讨论 的 1 倍 周期 序 
列 的 重 正 化 群 方程 一 致 . 不 过 , 我 们 即将 看 到 , 这 些 只 是 形式 上 的 相似 , 方程 (4.15) 
远 没 有 方程 (3.26) 或 (4.37) 那样 深刻 . 
为 了 求解 方程 (4.15), 还 要 给 定 边界 条 件 . 首先 , g(x) 是 像 (4.3) 那样 的 函数 的 
重 正 化 极限 , 我 们 可 以 要 求 它 具 有 同样 的 “ 归 零 性质, 即 


g(0) — 0. (4.16) 
其 次 , CE r= 0 处 与 分 角 线 相 切 ， 因 此 
g (0) = 1. (4.17) 


与 倍 周期 分 侈 的 函数 方程 (3.26) 不 同 , 方程 (4.15)~(4.17) 有 一 个 准确 的 解析 
BTI 我 们 考察 一 个 线性 分 式 


(4.18) 


@ (3.26) 式 中 的 负 号 可 以 吸收 到 a 中 . 
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迭代 1 次 后 , 得 到 
qz) = oi: (4.19) 


现在 已 经 清楚 ,只 要 取 a = 1, 函数 (4.18) 就 满足 方程 (4.15), 而 且 两 个 边界 条 件 
也 都 自动 成 立 . 


图 4.6 AX g(x) 的 形状 (只 用 左上 支 ) 


函数 (4.18) 是 以 > = 1/a 和 y= —1/a 为 渐 近 线 的 一 对 双 曲 线 , 只 有 它 的 左上 
支 ( 当 a > 0), 才 具 有 我 们 要 求 的 性 质 ( 见 图 4.6). 
上 面 的 讨论 是 针对 最 常见 的 情形 , 即 在 切 分 贫 点 附近 映射 函数 可 用 二 次 曲线 


f(z) = x + az? 
逼近 . 原则 上 当然 可 以 讨论 更 一 般 的 局 部 行为 , 例如 
f(z) = x + a|z|*. (4.20) 


这 里 z 是 刻画 单 峰 映 射 顶部 平坦 程度 的 一 个 寡 次 . z = 2 对 应 抛物 线 映 射 . 对 于 一 
般 的 z 也 可 以 严格 求解 方程 (4.15)~(4.17). 为 此 我 们 把 (4.18) 式 写 成 


g(x) = a as (4.21) 
其 中 G(z) = 1/z. 函数 嵌 套 关系 (4.19) 成 为 
Ola) = ac MÀ 
这 就 是 说 , g(x) 的 和 迭代 相当 于 G(z) 的 平移 : 
E n ge (4.22) 


G(r) = G(r)-a. 
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我 们 试图 寻求 g(x) 和 G(z) 之 间 的 更 一 般 的 关系 ,同时 要 求 把 (4.22) 式 保 留 
下 来 . 定义 
g(x) = $(G(x) — a), 
这 是 (4.21) 式 的 推广 . 同样 ，G(z) = 1/z 就 推广 为 
G(x) = $^ (a). 


函数 S 的 形式 有 待 确定 . 
我 们 还 是 实行 一 串 函 数 和 迭代 ; 
zi = g(x), 
G(zi)-— $7!(z1) = $7 (g(z)) = G(x) — a, 
g(z1) = GO (x) = (G(z1) — a), 


zı = gÙ (a), 
Glz1) = G(z) — la, 
g® (x1) = (G(x) — la). 


为 了 使 重 正 化 方程 (4.15) 成 立 , 我 们 必须 要 求 
$(G(az) — a) = að(G(x) — la). 
WR G(z) 是 一 个 齐 次 函数 ， 
G(x) = lG(oz) 

(5 (4.9) 式 对 比 , 这 是 一 个 -Inl/ Ina 阶 的 齐 次 函数 ), 则 5 也 满足 齐 次 函数 的 关 
系 

5(G(az) — a) =a5((G(az) — a)). 
假定 0 是 —m 阶 的 齐 次 函数 ， 

(lx) — UU" (x), 


则 a=” 时 , 重 正 化 方程 (4.15) 就 成 立 . 单 变量 的 -m 阶 和 
In? 1 


lno m 
阶 的 齐 次 函数 就 是 包含 一 个 任意 常数 的 独 项 式 


C2 
qi/m? 


(x) = P G(x) = 
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于 是 


g(z) = y r: 
(ame) 


mm^ 
可 以 把 常数 吸收 进 原来 的 任意 常数 a, 把 上 式 写成 


9(Z) = Carin)m (4.23) 


RIEF, RE m 取 正 值 , 边界 条 件 (4.16) 和 (4.17) 就 可 以 满足 . 然而 , 这 些 条 
件 还 不 足以 把 解 唯一 地 确定 下 来 . 这 里 的 情形 与 倍 周期 分 岔 的 重 正 化 群 方程 类 似 ， 
JL (3.30) 式 前 后 的 讨论 . 为 了 确定 m 的 数值 , 我们 必须 把 (4.23) RE x = 0 附近 
展开 : 


g(z) = 1+ maz!/m* 十， 


并 要 求 它 的 局 部 行为 与 (4.20) 式 一 致 . 这 样 得 到 
1 
CASTO 
m 必须 是 正 数 , 故 要 求 z > 1. 于 是 我 们 最 终 得 到 了 重 正 化 群 方程 (4.15) 的 解 


g(x) = x(1— az^ 1) 1 DD (4.24) 


和 标 度 因子 a 的 值 
a= 7), (4.25) 


由 于 我 们 手中 已 经 有 了 重 正 化 群 方程 的 封闭 解 ， 线 性 化 方程 中 所 有 的 系数 函数 者 
可 以 明显 地 计算 出 来 . 线性 化 时 既 可 以 考虑 确定 性 的 偏离 Anla) 也 可 以 考虑 随机 
性 的 噪声 扰动 ED), 就 像 我 们 在 $3.5 和 $3.6 中 做 过 的 那样 . 这 两 种 情形 的 计算 
过 程 也 十 分 相似 . 我 们 略 去 推导 过 程 , 写 出 最 终结 果 [37]; 


确定 性 偏离 时 有 
We 
Gr 1jaz*-1[L — (2 — Ija 1] e£ 
Ac p= 
随机 性 扰动 时 有 
t= ie- ya 


(3z — l)az*-![ — (z — 1)az?-1]25: 


z41 
X, = - 
pers TE ac D 
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我 们 在 $4.3 末尾 曾 提 到 ， 非 实质 性 的 ! 将 在 最 终结 果 中 消去 . 这 在 上 面 的 式 
子 中 显而易见 . 与 此 成 为 对 照 的 是 下 一 节 中 将 要 研究 的 ! 倍 周 期 分 命 . WE, 参量 
1 具有 实质 意义 , 不 可 能 从 最 终结 果 中 消失 , 它 将 影响 一 切 普 适 函数 和 普 适 指数 . 

顺便 指出 , 当 z = 2 时 ,如 果 选 取 ! = 2， 则 会 导致 a = p = 2 的 相当 退化 的 
情形 ,进而 掩盖 了 方程 的 实质 结构 . 只 有 讨论 一 般 的 z 和 1, 才能 清楚 地 看 到 方程 
(4.15) 并 没有 (3.26) 那么 深刻 . ! 本 来 只 是 可 以 任意 选取 的 归并 步 数 ， 自 然 不 应 影 
响 重 正 化 群 方程 (4.15) 的 可 解 性 . 


$4.5 1 倍 周期 序列 的 标 度 性 质 
我 们 在 第 3 章 中 研究 了 对 应 符号 字 (2.49)， 即 
(R) £C, m-—0,123,-- (4.26) 


的 倍 周期 分 岔 序列 . 任何 一 个 对 应 混沌 带 中 切 分 岔 的 基本 字 2C, 也 会 发 展 成 一 个 
倍 周期 分 岔 序列 . 它们 的 对 应 符号 字 为 


(ZC)*(RC)", n=0,1,2,... (4.27) 


的 周期 轨道 分 命 序列 . 任何 以 (RO 为 字 尾 的 序列 , 都 具有 同样 的 标 度 性 质 ， 由 
同一 个 重 正 化 群 方 程 (3.26) 和 同样 的 标 度 因子 a、 收敛 速率 5、 噪声 标 度 因 子 < 和 
极限 集合 分 维 Do 刻画 . 

然而 , 可 以 从 单 峰 映射 分 兮 图 中 选取 的 周期 轨道 序列 , 并 不 限于 倍 周期 分 岔 序 
列 . 事实 上 ,从 任何 一 个 基本 字 XC 出 发 , 都 可 以 构造 无 穷 序列 


(EC)", n 一 1,2,3,* (4.28) 


如 果 xc 所 含 字 母 数 即 周期 为 ! (通常 记 做 |2C| = D. 则 (4.28) 对 应 周期 为 PP 的 
轨道 序列 . 我 们 称 之 为 ! 倍 周期 序列 . 例如 , W X — RL Ek X — RL?, 分 别 得 到 3 
倍 和 4 倍 周期 序列 . 这 些 序列 中 的 各 个 周期 在 参量 轴 上 并 不 相 邻 ， 但 相应 的 超 稳 
定 周期 点 很 容易 用 字 提 升 法 确定 . 每 个 序列 的 极限 参量 值 /> 也 不 难 估算 . 请 读者 
注意 1 周期 序列 与 倍 周期 分 侈 序列 的 这 一 不 同 之 处 . 倍 周期 序列 中 2" 周期 轨道 经 
过 倍 周期 分 岔 产生 2"+1 周期 ,因此 它们 在 参量 轴 上 也 是 相 邻 的 . 3 倍 周期 序列 的 
成 员 则 必须 从 分 侈 图 各 个 部 分 挑选 出 来 . 例如 , 在 图 2.6 中 可 见 到 周期 3 和 9, 而 
周期 27 则 峰 在 周期 9 的 混沌 带 中 ,要 进一步 放大 参量 区 间 (1.784, 1.789) 才能 看 
见 . 为 了 在 名 词 上 也 加 以 区 分 , 我 们 分 别称 以 上 情形 为 倍 周期 分 岔 序列 和 ! 倍 周期 
序列 . 
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同 倍 周期 分 岔 序列 相似 ,，! 倍 周期 序列 也 具有 美妙 的 标 度 性 质 . 每 个 基本 字 对 
应 自己 的 重 正 化 群 方程 . 求解 重 正 化 群 方程 ,可 以 得 到 普 适 函数 g(x) 和 标 度 因子 
ox. 分 别 对 确定 性 偏离 或 随机 性 扰动 求 出 线性 化 的 重 正 化 群 方程 ， 从 而 可 得 到 普 
适 函数 h(z) 和 收敛 速率 y. 或 是 普 适 函数 D(x) 和 噪声 标 度 因子 kx. 对 应 (XC)! 
的 极限 和 集合， 由 相应 的 分 维 Dy 刻画 (我 们 在 87.4 中 再 讨论 它 ). 为 了 区 分 这 无 穷 
多 种 周期 序列 , 我 们 为 普 适 常数 加 上 了 下 标 X. 费 根 鲍 姆 的 倍 周 期 分 兮 序列 对 应 最 
简单 的 情况 , BU x = R. 

写 出 重 正 化 群 方程 的 最 简便 的 方法 , 是 运用 $2.6 中 介绍 过 的 字母 代 换 规则 . 整 
个 周期 序列 (4.26) 可 以 用 字母 代 换 (2.48), BI 


R = (PO), 
C — XC, (4.29) 
L 一 (XC). 
作用 到 2C 本 身 来 得 到 . 例如 , 对 于 = RLL 导致 的 4" 周期 序列 , 我 们 有 代 换 
R — RLLL, 
(4.30) 
L 一 RLLR 


(考虑 无 穷 长 的 极限 序列 时 ， 用 不 到 字母 C 的 代 换 规则 ). 无 穷 次 重复 使 用 代 换 
(4.30), 最 终 达 到 一 个 特殊 的 符号 序列 , 即 极限 序列 (OC)*%，, 它 在 代 换 (4.30) 作用 
下 不 再 改变 . 相对 于 (4.30) 这 样 的 符号 操作 而 言 ， (2C)*% 是 符号 序列 空间 里 的 一 
个 不 动 点 . 它 对 应 重 正 化 群 不 动 点 方程 , 对 应 ug 处 的 轨道 . 
倒 过 来 看 代 换 (4.30), 它 说 明 极限 序列 (SC) 在 字母 归并 

RLLL- R, 

RLLR—L 
过 程 中 保持 不 变 . 回忆 我 们 在 82.5 和 82.6 中 关于 符号 s 同时 代表 单调 的 逆 映 射 支 
s(y) 的 约定 , 这 就 意味 着 Ro Lo Lo L 这 四 次 嵌 套 构成 的 复合 函数 , 其 效果 相当 于 


一 个 R 函数 的 作用 . 由 于 这 些 单调 函数 只 反映 拉 伸 、 压 缩 、 上 升 、 下 降 这 些 拓扑 变 
H, 两 组 函数 的 作用 相同 就 表示 它们 等 价 到 拓扑 共 思 关 系 ， 即 


hjoRoh-RoLoLoL, 
h^ oLoh-RoLoLoR. 


AO ERECTA See fi BERGE, 是 线性 函数 


(4.31) 


(4.32) 


h(x) = az. 
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于 是 
a^!oR(o)- RoLoLoL(zx), 


a~t o L(a)=Ro Lo Lo R(x). 
不 难 把 上 式 写 成 正 映 射 的 关系 
a !gn(oy) —ór ° ór o ór o ón(y), 
a !gy(oy) - ón o $L o $L o ón(y), 


如 果 只 考虑 在 极 大 值 附近 左右 对 称 的 单 峰 函 数 , 可 以 省 去 上 式 中 的 单调 支 脚 标 , 两 
个 方程 成 为 同一 个 方程 


(4.33) 


alg(az) = g” (a). (4.34) 

这 就 是 4 周期 序列 的 重 正 化 群 不 动 点 方程 . 它 是 方程 (3.26) 的 推广 ,可 以 参照 倍 
FABIA fo STE. 加 上 “ 归 一 ”条 件 和 超 稳定 条 件 

g(0)—1,  g'(0)— 0， (4.35) 


然后 计算 ga) 和 a， 进行 线 性 化 ,等 等 .为 了 把 解 唯一 地 确定 下 来 ,还 必须 规定 
g(x) 在 峰值 附近 的 行为 , 即 在 展开 式 


g(x) = 1 + Ar” + Bz” +... (4.36) 


中 规定 z 的 数值 . z = 2 当然 是 最 常见 的 情形 . 

当 1 < 4 时 ,以 上 条 件 足 以 单 值 地 确定 方程 (4.34) 的 解 . 1 > 5 时 会 出 现 新 的 
问题 . 以 1 = 5 为 例 , 周期 5 的 基本 字 有 3 个 ( 见 表 2.2 和 8$5.3). 这 时 , 条 件 (4.35) 
和 (4.36) 还 不 足以 单 值 地 选 出 方程 


a^!g(az) = g® (x) 


的 解 . 我 们 必须 对 a 的 初 值 ao 有 相当 好 的 估计 , 才能 在 数值 计算 中 逼近 所 要 求 的 
那 组 解 . 
为 了 估计 ao, 我 们 在 重 正 化 群 方程 


a 1g(az) = g” (a) (4.37) 


中 令 z = 0, 并 且 用 抛物 线 映射 的 暗 线 方程 Pug) RE g (0), 于 是 得 到 
1 
RI Bug) (4.38) 


这 里 的 参量 use 可 用 字 提 升 法 估算 . 数值 试验 表明 , 由 (4.38) 式 算得 的 ao 近似 值 ， 
好 到 足以 区 分 开 方 程 (4.37) 的 各 个 解 . 
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实际 计算 过 程 同 83.4 到 83.6 中 处 理 倍 周期 分 岔 序列 相似 . 我 们 省 去 细节 03 ， 
只 在 表 4.1 中 列 出 1 < 5 时 各 种 普 适 常数 的 计算 结果 . 表 中 us. ox 和 65 根据 文 
献 [12]; ks 根据 文献 [38]，Ds5 根据 文献 [39]. 顺便 指出 , 表 4.1 中 只 列 出 了 > = 2 
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的 数值 , 关于 z = 4,6,8 的 结果 , 可 参考 原始 文献 . 


ôg 
4.669 
55.25 
981.6 
255.5 
1287 
16930 


表 4.1 ! 倍 周期 序列 的 普 适 常数 (z = 2) 

l » [d ay 

2 R 1.40115 2.5029 

3 RL 1.78644 9.2773 

4 RL? 1.94270 38.8189 

5 RL?R 1.63193 20.198 

5 RLR? 1.86299 一 45.804 

5 RL? 1.98554 100.0 


KY 
6.6190 
89.522 
1558.7 
431.91 
2182.6 
26458 


Dx 
0.53805 
0.35038 
0.26906 
0.38358 
0.30290 
0.22480 
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周期 轨道 与 混沌 运动 有 密切 关系 . 这 种 关系 至 少 表现 在 两 个 方面 : 

(1) 在 参量 空间 中 考察 定常 的 运动 状态 , 系统 往往 要 在 参量 变化 过 程 中 先 经 历 
一 系列 周期 制度 , 然后 进入 混沌 状态 . 这 里 主要 涉及 或 宽 或 窄 的 参量 区 间 里 可 以 观 
察 到 的 稳定 周期 , 它们 构成 所 谓 “ 通 向 混沌 的 道路 ”. 我 们 已 经 在 前 面 两 章 里 讨论 
了 倍 周期 分 伟 序 列 的 极限 和 切 分 命 附 近 的 阵 发 混沌 ， 认 识 这 些 通 向 混沌 的 周期 制 
度 的 规律 ,有 助 于 理解 最 终 的 混沌 状态 的 性 质 . 稳定 周期 轨道 在 失 稳 以 后 , 继续 作 
为 不 稳定 的 周期 轨道 存在 于 相 空 间 里 ,并 且 在 同 其 他 稳定 的 吸引 子 碰撞 时 导致 吸 
引子 的 “ 激 变 ”. 

(2) 一 个 混沌 吸引 子 里 面包 含 着 无 穷 多 条 不 稳定 的 周期 轨道 . 可 以 说 这 无 穷 条 
不 稳定 的 周期 轨道 是 混沌 吸引 子 的 骨架 一 条 混沌 轨道 里 有 许 许多 多 或 长 或 短 的 
片段 , 它们 十 分 靠近 这 条 或 那 条 不 稳定 的 周期 轨道 . 原则 上 可 以 从 一 条 足够 长 的 混 
沌 轨道 里 ， 提 取出 有 关 的 不 稳定 周期 轨道 的 信息 . 

从 更 根本 的 角度 看 , 周期 轨道 的 “ 谱 ” 是 一 个 非 线 性 系统 的 拓扑 不 变量 . 这 里 
讲 的 周期 轨道 通常 是 不 稳定 的 . 用 符号 动力 学 的 语言 说 , 一 条 稳定 的 周期 轨道 可 以 
“ 顶 ” 着 别人 的 名 字 诞 生 , 在 失 稳 以 后 才 获 得 自己 专属 的 符号 名 字 . 一 个 好 的 符号 
动力 学 , 必须 能 为 每 一 条 不 稳定 周期 轨道 赋予 一 个 独特 的 名 字 . 把 一 个 非 线 性 动力 
系统 里 所 有 的 周期 列举 出 来 , 例如 , 它 有 几 个 不 动 点 、 几 个 周期 2、 几 个 周期 3 等 ， 
就 构成 周期 轨道 的 “ 谱 ”. 周期 轨道 谱 是 非 线性 系统 的 拓扑 不 变量 . 如果 两 个 系统 
具有 不 同 的 “ 谱 ” 它们 一 定 不 同 ; 如 果 具 有 相同 的 “ 谱 ”， 则 它们 很 可 能 但 不 必然 
是 等 价 的 . 在 “不 同 ” 前 提 下 才 给 出 确切 判断 的 不 变量 ， 称 为 不 完全 不 变量 . 非 线 
性 系统 的 周期 轨道 谱 是 不 完全 的 拓扑 不 变量 . 这 对 于 比较 两 个 模型 , 或 一 个 模型 一 
个 实验 的 异同 , 还 是 有 益 的 . 

具有 耗 散 的 高 维 动力 系统 , 在 长 时 间 极 限 下 达到 的 吸引 子 , 往往 在 某 些 截面 里 
压缩 成 低 维 ， 甚 至 一 维 的 对 象 . 这 时 ,相应 一 维 非 线性 映射 的 周期 轨道 谱 对 于 刻画 
原来 的 动力 系统 也 很 有 帮助 . 因此 , 我 们 用 这 一 章 专门 研究 一 维 映射 的 周期 轨道 数 
目 . 


85.1 沙 尔 可 夫 斯 基 序列 和 李 - 约 克 定 理 


对 于 一 维 线段 的 映射 , 只 要 知道 存在 着 某 个 特定 的 周期 轨道 , 就 可 以 判断 还 存 
在 哪些 周期 轨道 . 这 一 并 不 限于 单 峰 映射 的 重要 结果 是 乌克兰 数学 家 沙 尔 可 夫 斯 
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基 (A. N. Sharkovskii) 在 1964 年 证 明 的 , 但 曾经 在 相当 长 一 段 时 间 里 鲜 为 人 知 . 

沙 尔 克 夫 斯 基 首 先 为 一 维 映射 中 的 不 同 周期 定义 了 领先 关系 : 如 果 周 期 p 的 
存在 一 定 导致 周期 q WFE, 则 称 “p 领先 于 g WA p < 4. 然后 , 他 把 所 有 的 
自然 数 按 上 述 领先 关系 重新 排序 : 


3x ATRI KI AXI TKI M5 


27x x. 422 4241, (5.1) 


这 就 是 沙 尔 可 夫 斯 基 序列 . 沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 定理 说 : 如 果 在 某 个 一 维 连续 映射 中 
存在 着 周期 p,， 则 在 序列 (5.1) 中 一 切 排 在 p 后 面 的 周期 都 也 存在 . 

这 个 定理 用 俄 文 发 表 在 读者 不 多 的 《乌克兰 数学 杂志 》 上 [多 ], 因此 长 期 不 为 人 
Al. 直到 1977 年 ,南斯拉夫 的 年 轻 而 早 逝 的 数学 家 斯 捷 凡 (P. Stefan) 才 在 英文 文 
献 中 做 了 详细 介绍 [ 纠 . 在 此 之 前 , 沙 尔 可 夫 斯 基 的 结果 已 被 许多 人 部 分 或 全 部 地 
重新 发 现 过 . 例如 , 在 序列 (5.1) 中 , 数字 3 领先 于 一 切 其 他 整数 , 因此 只 要 在 一 个 
映射 中 看 到 了 周期 3， 就 必然 还 存在 着 序列 中 所 有 的 其 他 周期 的 轨道 . 这 个 周期 3 
意味 着 混沌 的 定理 ， 由 李 天 岩 和 约克 在 1975 年 发 表 [2].， 李 -约克 定理 的 基本 内 容 
显然 包含 在 沙 尔 可 夫 斯 基 序列 定理 中 , 不 过 这 篇 论文 在 混沌 动力 学 的 历史 上 起 了 
重要 作用 . 文章 的 明确 动机 就 是 研究 洛 伦 茨 在 1963 年 所 发 现 的 非 周期 行为 ， 而 它 
的 标题 把 “混沌 ”一 词 在 现代 意义 下 引入 了 科学 语汇 . 

按照 约克 本 人 的 说 法 ， 这 个 定理 是 被 物理 学 家 们 误解 最 多 的 定理 之 一 . 因此 ， 
我 们 还 是 原原本本 地 介绍 一 下 定理 的 表述 , 然后 稍 加 讨论 . 

FAZE. S 7 为 一 个 线段 , f : 工 一 工 是 线段 的 连续 映射 . 设 线段 中 有 
一 点 zo € I. 它 的 最 初 3 次 映射 给 出 zi = jlzoj，za = fO (z0); z3 = f (zo), 而 
这 些 点 满足 

da S Zo RW < T2 
或 
Ta 2 To > Xj > 29 
(不 难看 出 , 只 要 存在 一 条 周期 3 轨道 , 这 两 串 不 等 式 就 必然 有 一 串 成 立 )， 则 有 : 

(1) 对 于 任何 = 1,2,3,…, 线段 I 中 都 存在 一 条 周期 k 轨道. 

(2) 中 有 一 个 不 可 数 集合 S e 1, 它 不 包含 周期 点 , 而 且 满 足以 下 条 件 : 

DHF SE pza 的 任意 两 点 ， 


lim sup|f(? (p) — f? (q)] > 0, (5.2) 


Jim inf |f? (p) — f? (g) = 0; (5.3) 
DNF S 中 每 个 q 点 和 线段 7 中 周期 p 点 , 也 有 (5.2) 式 成 立 . 
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这 个 定理 的 第 一 部 分 无 疑 是 沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 的 后 果 . 第 二 部 分 里 的 上 确 界 
同时 也 必定 要 以 有 限 距离 分 开 ; 这 些 事件 是 以 非 周 期 的 不 规则 的 方式 发 生 的 ; 这 样 
的 轨道 点 有 不 可 数 无 穷 多 个 . 

沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 和 李 - 约 克 定 理 都 是 对 参量 固定 的 一 个 映射 的 相 空 间 中 轨道 
的 论述 , 并 未 涉及 有 关 轨 道 的 稳定 性 . 事实 上 , 定理 中 提 到 的 周期 轨道 绝 大 多 数 都 
是 不 稳定 的 . 这 两 个 定理 也 不 过 问 那 些 非 周 期 轨道 是 否 可 以 被 观测 到 , 即 它们 的 测 
度 问 题 . 

沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 和 我 们 在 前 面 $2.6 中 讲 到 的 周期 轨道 的 普 适 序列 (MSS FF 
列 ), 都 包含 对 周期 轨道 数目 和 排序 的 论断 , 但 两 者 有 本 质 不 同 , 也 有 密切 关系 . 由 
于 文献 中 对 两 者 偶 有 混淆 , 我 们 在 这 里 再 做 一 些 比 较 和 概括 : 

(1) 沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 是 参量 一 定时 映射 相 空 间 中 周期 的 排序 , 它 不 直接 涉及 
周期 轨道 点 在 位 置 上 的 排序 , 更 与 周期 轨道 在 改变 参量 时 的 出 现 顺序 无 关 . MSS FF 
列 是 参量 空间 中 抒 序 列 的 排序 ， 而 抒 序 列 是 相 空 间 中 一 条 从 临界 点 出 发 的 特定 的 
轨道 对 应 的 符号 序列 . 把 抒 序 列 取 做 映射 参量 时 , 符号 动力 学 也 给 出 全 部 周期 和 非 
周期 轨道 在 相 空 间 位 置 的 排序 . 

(2) 沙 尔 可 夫 斯 基 序列 涉及 的 是 同一 参量 下 的 周期 , 其 中 绝 大 部 分 甚至 全 部 都 
是 不 稳定 的 . MSS 序列 主要 用 于 不 同 参 量 下 的 稳定 周期 , 虽然 对 于 某 些 情况 (如 人 
字 映 射 ) 这 些 周 期 也 是 不 稳定 的 . 

(3) 沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 是 为 一 般 的 线段 连续 映射 证 明 的 , 它 的 应 用 范围 比 MSS 
序列 更 广 , 但 它 关 于 周期 数目 的 论断 也 更 弱 . 它 说 如 果 存 在 周期 3， 则 必定 存在 周 
期 5, 7 等 等 , 但 并 没有 说 明 有 多 少 个 周期 5, 多 少 个 周期 7. MSS 序列 是 为 单 峰 映 
射 产 生 的 , 它 只 适用 于 同一 个 普 适 类 的 映射 , 但 它 关 于 周期 数目 的 论断 也 更 具体 和 
丰富 , 构成 整个 85.3 的 内 容 . 

为 了 看 清楚 沙 尔 可 夫 斯 基 序列 同 MSS 序列 的 密切 关 序 ,最 好 回 到 分 岔 图 2.5. 
在 这 个 图 中 ,稳定 的 周期 轨道 由 治 参量 / 方向 发 展 的 实 线 代 表 ， 而 不 稳定 周期 轨 
道 则 反映 不 出 来 . 如 果 把 不 稳定 的 周期 轨道 用 虚线 画 出 来 , 则 每 条 实 线 都 会 从 失 稳 
分 岔 的 参量 点 继续 往 前 延伸 . 对 于 单 峰 映射 , 这 些 虚 线 会 一 直达 到 /= 2 的 右边 界 
Ab. 这 时 ， 如 果 在 周期 3 窗口 里 往 上 看 ,， 即 在 相 空间 中 寻找 周期 轨道 ， 就 会 遇 到 从 
左面 延伸 过 来 的 各 种 周期 . 沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 定理 告诉 我 们 , 从 周期 3 窗口 往 右 的 
任何 参量 处 ， 由 于 有 代表 周期 3 的 实 线 或 虚线 存在 ， 从 左面 延伸 过 来 的 周期 包含 
一 切 自 然 数 . 然而 , 如 果 在 第 一 个 周期 5 窗口 , 即 由 RLRRC 提升 算得 的 参量 值 附 
近 往 上 搜寻 ， 就 只 能 找到 除 周期 3 以 外 的 其 他 周期 . 至 于 MSS 序列 , 它 本 来 就 是 
沿 参量 u 方向 的 周期 窗口 排序 . 因此 可 以 说 , 对 于 单 峰 映射 , 沙 尔 可 夫 斯 基 序 列 和 
MSS 序列 是 互相 “ 正 交 ”的 两 种 周期 排列 方式 . 
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85.2 ”数论 函数 和 波 伊 阿 定理 


我 们 在 以 下 两 节 里 要 仔细 讨论 单 峰 和 多 峰 映 射 在 整个 参量 空间 中 的 周期 轨道 
数目 . 除了 代数 学 的 基本 定理 , 我 们 还 要 用 到 一 些 数论 中 的 函数 , 并 且 引 用 作为 计 
数组 合 学 基石 的 波 伊 阿 (G. Pólya) 定理 . 由 于 有 些 知 识 超出 一 般 工 科大 学 的 数学 
内 容 , 在 这 一 节 里 先 做 些 介绍 . 

所 谓 数论 函数 , 其 自 变 量 定义 在 0, 1, 2, 3 等 自然 数 上 , 而 函数 也 在 自然 数 上 
取 值 . REES Hr (A. F. Möbius) 函数 u(n) 和 欧 拉 (L. Euler) 函数 y(n) 是 最 常见 的 


两 个 数论 函数 . 
默 比 乌 斯 函数 的 定义 是 : 
1, m= l, 
p(n) 24 (17, n 是 个 不 同 素数 的 乘积 ， (5.4) 
0, 其 他 情况 . 


把 两 个 整数 n 和 m 的 最 大 公 因 子 记 为 (n, m). WR (n, m) = 1， 则 称 这 两 个 
整数 是 互 素 的 . 对 于 整数 n, 考察 它 同 前 面 1, 2, 3. n — 1 这 些 数 , 其 中 互 素 对 
的 个 数 就 是 欧 拉 函数 p(n) 的 值 . 自然 , 对 于 任意 素数 p 有 p(p) — p — 1. 最 初 几 个 
默 比 乌 斯 函数 un) 和 欧 拉 函数 p(n) 的 数值 列 在 表 5.1 里 . 


表 5.1 默 比 乌 斯 函数 u(n) 和 欧 拉 函数 p(n) 的 值 


E d dé n 的 因子 , 或 者 说 d 可 以 整除 n 这 个 事实 记 做 dn, 把 对 
(d:dn), d=1,2,.…,n 
的 求 和 记 做 


(d:d|n) 
当 j < n 时 , ong 的 最 大 公 因子 自然 是 dln 中 的 一 个 . 事实 上 , 当 j 从 1 0S n 
时 , 这 个 d 在 所 有 的 (n, j) PEI y(n/d) 次 . 
对 于 给 定 的 n. 把 相应 的 默 比 乌 斯 函数 都 按 因 子 dln 加 起 来 , 就 得 到 数论 中 的 
单位 函数 (n), 
Y a(d) =I(n), (5.5) 


(d:d|n) 
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而 后 者 的 定义 是 
fih H zi l we» (5.6) 


0, n>1. 
符号 [rz] 的 意思 是 取 z 的 整数 部 分 . 

单位 函数 I(n) 是 简单 的 . 另 一 个 简单 的 数论 函数 N(n) 就 是 第 ”个 自然 数 自 
E: N(n) = n. 对 于 给 定 的 n, 把 欧 拉 函 数 按 dn 加 起 来 , 就 得 到 N(n): 


> (d) = N(n) (5.7) 
(d:d|n] 
如 果 一 个 数论 函数 g(n) 是 另 一 个 数论 函数 h(d) 按 因子 dln 的 求 和 ， 
g(n)= M; h(d), (5.8) 
(d:d|n) 


则 h(n) 可 以 通过 默 比 乌 斯 逆 变 换 中 表示 为 g(d) 按 因子 dln 的 求 和 ， 
h(n)= > pn/d)g(d) = $, u(d)g(n/d). (5.9) 


{ddn} {ddin} 
我 们 以 后 研究 由 基本 周期 , 即 不 是 重复 更 短 的 周期 而 得 到 的 轨道 数目 时 ,要 用 到 默 
比 乌 斯 逆 变 换 公式 . 

组 合 学 的 一 个 分 支 专 门 研究 满足 一 定 条 件 的 对 象 的 数目 , 称 为 计数 组 合 学 . 计 
数组 合 学 的 基石 是 波 伊 阿 定理 , 其 表述 如 下 : 

波 伊 阿 定理 : WR G 是 9 阶 的 有 限 群 , 它 的 元 素 作用 在 一 组 有 限 数 目的 对 象 
E 如 果 一 个 对 象 在 G 的 某 个 元 素 作 用 下 成 为 男 一 个 对 象 ， 则 这 两 个 对 象 是 等 价 
的 . 这 时 , 不 等 价 对 象 的 数目 由 下 式 给 出 : 


T= ; XOG), (5.10) 


tEG 


这 里 I(t) 是 在 群 元 素 te G 作用 下 等 价 的 对 象 数目 . 上 式 对 群 G 的 所 有 元 素 求 和 . 
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周期 3 是 在 单 峰 映射 1 带 混沌 区 中 最 宽 ， 因而 最 容易 看 到 的 窗口 . 把 混沌 区 
的 任何 一 段 参量 区 间 放 大 , 都 可 以 看 到 许 许多 多 或 宽 或 窄 的 窗口 . 单 峰 映射 到 底 有 
多 少 各 种 各 样 的 周期 窗口 呢 ? 我 们 当然 可 以 借助 符号 动力 学 中 的 排序 规则 和 人 允 字 


CD 我 国 物理 学 家 陈 难 先 曾经 利用 默 比 乌 斯 变换 在 n 一 oo 时 的 推广 , 巧妙 地 解决 了 一 批 物理 学 中 的 逆 
问题 , 见 Phys. Rev. Lett. 64 (1990), 1195. 
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条 件 , 把 一 定 长 度 以 内 的 周期 字 全 部 产生 出 来 , 然后 数 一 下 它们 的 数目 . 然而, 用 
这 种 方法 是 走 不 远 的 , 因为 周期 变 长 之 后 , 工作 量 会 急剧 上 升 . 

对 于 抛物 线 映射 , 周期 数目 问题 很 容易 彻底 解决 . 解决 的 基础 是 代数 学 的 基本 
定理 : 一 个 实 系 数 的 n 次 代数 方程 有 n 个 根 , 包括 实 根 和 成 对 出 现 的 复 根 . 一 旦 得 
出 答案 , 它 也 适用 于 同一 个 拓扑 普 适 类 里 的 其 他 映射 , 这 是 因为 周期 轨道 在 拓扑 共 
dà PARE POR. 

我 们 从 最 简单 的 情形 看 起 . 不 动 点 是 方程 


z= f(m, z) (5.11) 


的 根 . 这 个 二 次 方程 有 两 个 根 ， 由 (2.15) 和 (2.17) 式 给 出 . 它们 可 能 是 一 对 复 根 ， 
因而 在 实数 迭代 中 看 不 到 ; 也 可 能 是 两 个 实 根 . 稳定 实 根 可 以 在 迭代 中 看 到 , 不 稳 
定 实 根 虽然 不 能 直接 观察 , 但 仍然 可 以 设计 一 定 的 算法 来 跟踪 . 一 个 不 动 点 是 否 稳 
XE. 由 导数 f” 的 绝对 值 是 否 小 于 1 决定 . 单 峰 映射 只 有 一 个 稳定 不 动 点 , 它 发 展 
成 倍 周期 分 侈 序列 . 这 些 我 们 在 前 几 章 里 都 已 经 熟悉 . 

周期 2 轨道 的 点 , 都 是 方程 


x= f (ua) (5.12) 


的 根 . 这 个 4 次 方程 有 4 个 根 . 然而 , 方程 (5211) 的 根 也 都 是 (5.12) 的 根 不 
动 点 迭代 两 次 给 出 一 个 平庸 的 周期 2. 于 是 ,只 剩 下 两 个 根来 构成 一 个 非 平 庸 的 周 
期 2 轨道 . 我 们 已 经 见 过 这 两 个 根 的 表达 式 (2.20). 它们 给 出 倍 周期 分 侈 序列 中 的 
周期 2 轨道 . 因此 , 我 们 知道 单 峰 映射 只 有 一 种 周期 2 轨道 . 至 于 它 在 什么 参量 范 
围 里 是 稳定 的 , 依赖 于 导数 的 形状 , 这 里 不 讨论 . 

现在 看 周期 3 轨道 . 这 些 轨 道 点 都 是 方程 


g= f sg) (5.13) 


的 根 . 这 个 2? 次 方程 的 8 个 根 中 , 仍然 包含 着 方程 (5.11) 的 两 个 根 . 3 是 奇数 , 不 
可 能 由 倍 周 期 分 岔 产生 . 因此 , 剩 下 的 6 个 根 只 能 来 自 切 分 岔 . 我 们 从 84.1 知道 ， 
切 分 岔 过 程 中 总 是 同时 产生 一 条 稳定 和 一 条 不 稳定 的 周期 轨道 .把 来 自 切 分 岔 的 
周期 3 窗口 数目 记 做 M(3), 我 们 写 下 根 数目 的 “守恒 ”方程 


23 = 2 +2 x 3 x M(3). 


解 出 这 个 方程 得 到 M(3) = 1. 单 峰 映射 中 只 有 一 种 周期 3 窗口 . 
现在 , 我 们 已 经 有 足够 的 经 验 来 讨论 素数 p 周期 轨道 点 的 数目 了 . 这些 轨道 
点 都 是 方程 


z= f? (uz) (5.14) 


85.3 ” 单 峰 映射 的 周期 窗口 数目 89 
的 根 , 其 中 总 包 着 (5.11) 的 两 个 根 . 大 于 2 的 素数 都 是 奇数 , 没有 来 自 倍 周 期 分 命 
的 轨道 . 把 周期 p 的 切 分 兮 数目 记 为 M (p). 写 下 根 数 目 守 和 恒 方 程 
2P =2+2xpx M(p), 
便 可 得 到 一 个 有 用 的 重要 公式 


M(p) = 一 一 一 . (5.15) 


这 个 式 子 首先 见于 1973 年 米 特 罗 波 利 斯 等 人 的 文章 [18]. 它 适用 于 一 切 p > 3 的 
素数 . 对 于 p = 2，(5.15) 式 给 出 成 问题 的 结果 M(2) = 1/2. 这 是 因为 2 是 唯一 的 
偶 素 数 ， 周 期 2 可 能 来 自 倍 周期 分 岔 . 把 来 自 倍 周期 分 岔 的 周期 n 窗口 数目 记 为 
P(n)-20, V S3 n » 1. (5.16) 
n — 工 是 个 特殊 情形 ， 它 对 应 不 动 点 . 我 们 已 经 知道 , 抛物 线 映射 只 有 一 个 稳定 不 
动 点 , 它 是 倍 周期 分 岔 序列 的 “ 首 ”. 在 一 定 意义 上 , 它 也 来 自 切 分 岔 . 从 抛物 线 映 
射 的 另 一 形式 (1.18) 出 发 时 , 这 一 点 看 得 更 清楚 . 因此 ,作为 初始 条 件 , 我 们 取 
P(1)=0, M(1)=1. (5.17) 
75 n 是 偶数 时 ,所 有 周期 为 n/2 的 轨道 都 可 以 经 过 倍 周 期 分 岔 而 对 P(n) 做 出 贡 


BA. 因此 , 对 偶数 ”有 
P(n) = P(n/2) + M(n/2). (5.18) 


考虑 到 n= 1 时 的 初始 条 件 (5.17), 我 们 有 
P(2) = 1. 
于 是 , 对 应 周期 2 的 根 数目 守恒 方程 应 为 
2? = 2 + 2[P(2) + 2M (2)]. 


由 此 得 M(2) = 0,， 即 单 峰 映 射 中 没有 来 自 切 分 岔 的 周期 2 窗口 . 

现在 读者 已 经 明白 , 对 于 一 般 的 非 素数 n, 要 把 它 分 解 成 因子 . 所 有 这 样 的 因 
T d 的 集合 记 为 {4d : dn} (这 里 d|n 是 我 们 在 85.2 里 已 经 见 过 的 记号 , 意思 是 “4d 
整除 n"). 考察 一 个 特定 的 因子 d < n. 所 有 周期 d 的 轨道 点 都 是 方程 


z= f® (u, 2) 


的 根 , 也 都 是 方程 
z= f(u, x) (5.19) 
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的 平庸 根 . 这 种 根 的 总 数 为 
d[P(d) + 2M (qd)], 


因子 2 表示 切 分 岔 时 成 对 产生 稳定 和 不 稳定 的 两 个 周期 d 轨道 . 
因此 , 方程 (5.19) 的 根 数目 守恒 方程 应 当 写 成 


2"= X` dlP(d+2M(d)]. (5.20) 
(d:d|n) 
所 有 前 面 给 出 过 的 守恒 方程 都 是 它 的 特例 . 例如 , ”= p 为 素数 时 ， 只 有 两 个 因子 
1 和 p. 由 初始 条 件 (5.17) 和 (5.16) 式 , 立即 得 到 (5.15) 式 . 
实际 上 , (5.20) 式 加 上 前 面 的 (5.16)~(5.18) R, 构成 一 组 递 推 关系 . 我 们 可 以 
从 初始 条 件 (5.17) 出 发 , 一 步 一 步 地 算出 所 有 P(n) 和 M(n). 周期 n 窗口 的 数目 
是 N(n) = P(n) + M(n)( 这 里 的 N(n) 就 是 下 一 节 里 的 Nn(n) 取 m = 2 时 的 情 
Æ). 我 们 把 n < 20 的 周期 数目 N(n) 列 在 表 5.2 中 . 
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3 
E 
È 
E 
S 


N( 


S, 


n P(n) M (n) N(n) 


1 0 1 1 M 0 93 93 

2 1 ji 12 5 165 170 
3 0 1 1 13 0 315 315 
4 1 1 2 14 9 576 585 
5 0 3 3 15 0 1091 1091 
6 1 4 5 16 16 2032 2048 
T 0 9 9 17 0 3855 3855 
8 2 14 16 18 28 7252 7280 
9 0 28 28 19 0 13797 13797 
10 : 51 k 


如 果 我 们 只 关心 周期 窗口 总 数 N (n), 还 可 以 从 (5.20) 式 推导 出 更 简单 的 递 推 
关系 . 首先 看 n 为 奇数 的 情形 . 这 时 , n 的 所 有 的 因子 d 都 是 奇数 . 而 对 于 奇数 d, 
有 


P(d)=0, M(d)- N(4). 
FÆ, B (5.20) 式 , 对 于 奇数 ”得 到 


2^—2 V dN(4). (5.21) 
(d:d|n) 


其 次 , 看 n 为 偶数 的 情形 . 这 时 总 可 以 从 n 中 抽出 2 HRK, 把 它 写成 


n = 2*n!, (5.22) 
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其 中 n 为 奇数 , 上 > 1. 把 n/ 分 解 成 因子 (d: d|n/), 这些 a 都 是 奇数 . 同时 , 所 有 
的 a 以 及 2id( 这 里 i « k) 都 是 n 的 因子 . 于 是 , (5.20) 式 可 以 写成 
k 
2^— V^ > 2P(2iq) - 2M (2/4). (5.23) 
i—0 (d:d|n/) 


为 了 书写 方便 , 我 们 引入 记号 
A; =2idP(2id), 
B, =2id[P(2id) + 2M (2:4)]. 
根据 (5.18) 式 , 我 们 有 
A; —2i-!q(2P(2i-1d) + 2M (21-1q)] 
=B; + Aja. 
把 上 式 不 断 递 推 下 去 , 最 终 得 到 


Aj — x Bi 
(注意 , 由 于 d 是 奇数 ，Ao = 0). 把 上 面 这 些 关 系 代 回 (5.23) 式 , 得 到 


= 3 Y 5- = M. (Ae By). 


(d:d|n/) i=0 (d:d|n/) 
然而 , 根据 定义 ， 
Ay + By = 2 x daN (2*d), 
于 是 ， 
2"=2 》，2*dN(2*d)， (5.24) 
(d:d|n/) 


其 中 和 n 由 分 解 式 (5.22) 决定 . 其 实 ，(5.21) 式 就 是 (5.24) RE k = 0 时 的 特 
例 . 我 们 只 要 在 分 解 式 (5.22) 中 规定 k > 0, 弟 推 关系 (5.22) 就 适用 于 n AA, 
的 一 切 情形 . 

递 推 式 (5.20) 的 研究 有 较 长 的 历史 , 可 参看 文献 [43, 44] 及 其 引文 . 形式 上 最 
简单 的 递 推 关系 (5.24) 由 郑 伟 谋 给 出 , 第 一 次 发 表 在 文献 [45] 的 引言 中 . 

迄今 为 止 , 我 们 主要 研究 了 基于 代数 学 基本 定理 的 各 种 递归 关系 . 周期 轨道 的 
计数 问题 , 还 有 许多 极 富 趣味 的 侧面 和 联系 , 我 们 在 这 里 再 列举 一 些 . 

首先 是 古老 的 项 链 问题 . 使 用 ” 块 宝石 制作 项 链 ， 每 块 宝石 有 q 种 不 同 的 颜 
色 可 供 选 择 , 问 一 共 能 制作 多 少 种 不 同 的 项 链 . 答案 当然 依赖 于 “不 同 ” 和 “相同 ” 
的 含义 . 封闭 的 项 链 没 有 特定 的 起 点 ， 从 哪 块 宝石 起 算 都 是 同一 条 项 链 , 这 是 一 个 
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循环 排列 下 的 颜色 组 合 问题 . 如 果 在 比较 项 链 时 ， 只 注意 几 种 不 同 颜色 的 搭配 ， 而 
不 关心 具体 的 颜色 如 何 , 那 就 有 更 多 的 项 链 被 看 成 “相同 ”的 (售货员 拿 出 红 白 相 
间 和 黄 绿 相间 的 项 链 各 一 条 , 说 “这 两 条 是 一 样 的 ,请 挑选 ”). 用 群 论 的 语言 说 ， 
前 者 是 指 项 链 在 一 个 n 阶 循 环 群 C, 的 操作 下 不 变 , 而 后 者 指 在 q 种 颜色 的 置换 
群 S, 下 不 变 . 项 链 问 题 的 答案 , 就 是 在 Ca x S. 下 不 变 的 周期 链 的 数目 . 比 项 链 
问题 更 广泛 一 些 的 在 一 定 群 操作 下 不 变 的 周期 链 数目 问题 ， 已 经 由 数学 家 们 在 20 
世纪 50 年 代 末 期 完全 解决 了 . 
沿 着 一 条 封闭 的 项 链 可 以 无 穷尽 地 转 下 去 . 把 每 转 两 圈 或 七 圈 算 做 一 个 周期 也 
未 尝 不 可 . 不 过 , 严格 地 计算 时 , 应 当 区 分 基本 的 和 重复 的 周期 单元 . 例如 , (101)”、 
(101101)** 和 (101101101)”, 只 有 第 一 个 是 基本 的 . 把 由 9 种 颜色 的 ” 块 宝石 组 成 
的 不 同 的 基本 项 链 的 数目 记 为 Fn) 而 把 更 短 的 基本 周期 的 项 链 数 目 记 为 F*(n)， 
显然 有 
Fi(n)= M, Fl(d). (5.25) 
(d:d|n) 


RISK EE S ratae e (5.9), 可 以 把 上 式 倒 过 来 , 得 到 
Rn)= Y (TF) mG). (5.26) 


(d:d|n) 
米 特 罗 波 利 斯 等 人 08] 在 1973 年 指出 , 单 峰 映射 的 周期 轨道 的 总 数 IN (m). 由 
4 三 2 时 的 项 链 问题 的 答案 给 出 , 即 


N(n) = P(n). 


数学 家 们 早 在 1958—1961 年 就 列 出 了 F (n) HURLO 1， 递 推 公式 (5.20) 和 
(5.24) RE u(n) 等 数论 函数 ， 也 可 给 出 项 链 问题 的 解 ， 事 实 上 ， 还 可 以 直接 给 出 
N (n) 的 显 式 表达 式 B, 48, 

其 次 , 我 们 考虑 实数 的 有 限 和 自 展开 问题 . 取 介 于 1 和 2 之 间 的 实数 > 和 同 
一 区 间 上 的 另 一 个 实数 \, 满足 1 < xz, < 2. 下 面 我 们 要 把 * 通过 》 的 倒数 表示 


出 来 . 先 写 出 


14 
A? 
如 果 它 超过 r, 就 减 去 1/ 和 2, 否则 就 补 上 1/27. 再 同 z 比较 . 如 此 继续 下 去 , 最 终 
有 
Da 


i=0 ^* 


其 中 ai = xl. 如 果 求 和 到 第 k 项 时 就 准确 地 得 到 z， 那 么 


à, —0, Vn»k. 
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这 是 一 个 有 限 的 和 展开 . 现在 把 c PREX A 自己 , 得 到 和 的 自 展 开 式 
oo à; 
入 = » (5.27) 


并 且 问 : 在 (1,2) 区 间 上 有 多 少 个 和 值 对 应 有 限 的 自 展 开 ? 首先 , 确实 存在 着 这 样 
的 入 值 . 例如 , 当 入 取 (1+V5)/2 时 , 就 有 
1 


A-lT- 
7 


问题 在 于 ， 有 多 少 个 不 同 的 ,具有 给 定 项 数 的 有 限 自 展开 . 这 个 问题 的 答案 , 与 
单 峰 映射 的 周期 数目 一 样 . 其 间 的 联系 , 要 通过 81.4 中 引入 的 人 字 映 射 去 建立 [17l. 
由 于 我 们 在 下 一 节 里 要 推广 人 字 映 射 , 这 里 就 不 再 详 述 . 

第 三 , 我 们 再 看 一 下 马蹄 变换 过 程 中 的 不 动 点 和 周期 数目 问题 . 1967 F, 数学 
家 斯 梅 尔 (S. Smale) 为 了 说 明 同 时 具有 拉 伸 和 压缩 两 种 过 程 的 “ 双 曲 型 ”动力 系统 
中 出 现 复 杂 行为 的 机 理 , 建议 了 著名 的 马蹄 变换 : 取 一 块 长 方形 的 “橡皮 ”, 沿 垂直 
方向 拉 伸 , 它 自 然 在 水 平方 向 收缩 ,形成 一 个 细 长 的 条 带 , 然后 把 条 带 折 炙 回来 ， 
形成 一 个 像 马 蹄 的 图 形 , 放 回 到 原来 长 方形 所 曾 占据 的 位 置 . 假想 这 里 仍然 是 同 原 
来 长 方形 一 样 的 “橡皮 ”. 马蹄 落 到 长 方形 以 外 的 部 分 舍弃 不 要 ; 落 入 长 方形 内 的 
部 分 , 在 橡皮 上 加 以 标记 . 把 对 应 原来 长 方形 的 部 分 , 重新 施 以 拉 伸 、 折 欠 、 放 回 
这 一 串 变 换 . 注意 , 第 一 次 变换 中 形成 的 边界 曲线 和 覆盖 回去 的 位 置 ， 以 后 各 次 变 
换 中 都 必须 严格 重复 . 原来 长 方形 区 域 中 有 一 批 点 , 在 上 述 马 蹄 变换 下 成 为 不 动 点 
或 周期 点 . 

1985 年 , 美国 数学 家 约克 (J. A. Yorke) 和 他 的 合作 者 推广 了 马蹄 变换 [9]. 他 
们 取 一 个 高 维 的 几何 对 象 , 只 在 一 个 方向 上 作 拉 伸 和 折 又 , 同时 允许 折 欠 后 的 马蹄 
不 完全 放 回 原来 位 置 . 为 此 他 们 引入 了 一 个 “参量 ” p: 当 jy = 0 时 根本 不 放 回 原来 
的 长 方形 中 ; 24 y= 1 时 按 斯 梅 尔 的 办 法 , 把 马蹄 放 回 原来 长 方形 的 位 置 , 而 上 下 
两 头 都 超出 界限 之 外 ; 当 0 < jy < 1 时 , 只 把 马蹄 部 分 地 放 回 去 . 约克 等 人 讨论 了 
p 从 0 变 到 1 的 过 程 中 可 能 出 现 的 各 种 周期 点 的 总 数 S(n). 他 们 给 出 的 S(n) 数 
值 同 单 峰 映射 1 带 区 中 的 基本 周期 窗口 数目 一 致 . 基本 周期 窗口 , 是 指 那些 直接 由 
WIRE, 而 不 来 自 倍 周 期 分 命 的 轨道 . 用 前 面 的 记号 , 就 是 S(n) = M(n). 

第 四 , 周期 轨道 计数 问题 的 另 一 个 侧面 我 们 早 就 见 过 了 , 这 就 是 暗 线 方程 的 实 
根 数目 . 单 峰 映射 分 个 图 里 的 暗 线 由 函数 族 P, (uo) 描述 . 我 们 把 决定 这 些 函数 的 方 
程 (2.25) 再 写 一 遍 ， 即 

Palu) = C. (5.28) 


这 个 方程 在 一 定 参 量 区 间 里 的 实 根 数 目 ， 就 等 于 两 个 字母 的 符号 动力 学 中 所 人 允许 
的 超 稳定 周期 字 的 数目 . 当 ”比较 大 时 , 挤 在 狭窄 区 间 里 的 实 根 数目 迅速 增加 ( 见 
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X 5.2)， 直 接 用 数值 方法 求解 方程 (5.28) 会 遇 到 困难 . 所 幸 ， 该 方程 的 每 个 根 都 可 
以 分 别 用 字 提 升 法 从 相应 的 符号 字 精 确 地 算出 来 . 
综 上 所 述 , 我 们 至 少 知道 了 单 峰 映 射 周 期 轨道 数目 问题 的 八 个 侧面 , 它们 是 : 
(1) 用 两 种 颜色 的 n 块 宝石 构成 的 项 链 数 目 ; 


arg(az) = g™ (x) 


在 条 件 (4.35) 和 (4.36) 下 的 解 的 数目 ; 

(8) 递 推 关 系 (5.20) 或 (5.24) 所 决定 的 周期 窗口 数目 

重要 的 是 ， 上述 每 一 个 侧面 所 反映 的 问题 , 都 可 以 独立 地 提出 和 解决 , 而 它们 
的 答案 分 别 是 一 些 互 相 有 联系 的 计数 问题 . 我 们 的 叙述 虽然 经 常 借助 抛物 线 映 射 的 
某 些 具体 性 质 , 但 周期 轨道 数目 是 整个 单 峰 映射 普 适 类 的 拓扑 不 变量 . 因此 , 以 上 
八 个 方面 之 间 有 着 深刻 的 内 在 联系 . 更 重要 的 是 , 这 些 对 应 关系 不 止 对 于 单 峰 映 射 
成 立 , 事实 上 , 其 中 不 少 关 系 可 以 推广 到 更 复杂 的 多 峰 一 维 映射 . 我 们 在 85.4 中 将 
继续 研究 这 些 问题 . 
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我 们 在 85.3 中 讨论 了 单 峰 映射 在 整个 参量 范围 内 可 以 出 现 的 周期 轨道 数目 问 
题 . 这 个 问题 涉及 代数 学 基本 定理 、 排 列 组 合 、 群 论 、 数 论 、 差 分 方程 、 递 归 函 数 ， 
以 及 重 正 化 群 方程 解 的 数目 等 方方面面 ， 如 果 人 允许 映射 函数 具有 多 峰 ， 即 在 定义 
区 闻 上 有 多 个 极 大 和 极 小 值 , 也 就 是 说 , 具有 多 个 参量 , 那么 它 在 整个 参量 空间 里 
有 多 少 个 各 种 周期 轨道 呢 ? 这 看 起 来 是 一 个 相当 困难 的 问题 . 然而 ,在 1984 年 到 
1994 年 的 10 年 间 , 本 书 笔 者 与 合作 者 一 起 , 用 几 种 不 同方 法 完全 解决 了 这 个 计数 
问题 [50， 51] 

一 个 多 峰 映 射 可 以 有 许多 退化 的 特殊 情况 . 周期 数目 问题 的 一 般 解 应 当 包 含 
这 些 特殊 情形 . 图 5.1 给 出 了 有 mm = 6 个 单调 支 的 多 峰 映 射 的 一 些 特例 . 例如 , 一 
个 或 多 个 揉 序列 可 能 被 锁定 在 最 大 或 最 小 值 处 ,如 图 5.1(b). (d). (e). (f), (hb) 及 
(i) 所 示 . 又 如 ， 两 个 或 多 个 揉 序列 可 能 绑 定 在 一 起 变化 , 相当 于 只 有 一 个 参量 . 在 
图 5.1(b). (c). (d). (g); (h) 和 (1) 中, 这 些 同时 变化 的 临界 点 由 虚线 连结 到 一 起 . 
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zu 
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图 5.1 f m= 6 个 单调 支 的 多 峰 映射 和 它 的 一 些 退化 情形 


5.1(b) 所 示 是 一 个 单 参量 映射 . 我 们 将 看 到 , 这 个 映射 是 解决 整个 计数 问题 
的 关键 . 我 们 把 这 个 单 参量 映射 的 周期 n 轨道 数目 记 做 Ng (n) (8X. Nm,(n)， 如果 映 
射 有 m 个 单调 支 ). 我 们 在 85.3 中 研究 过 的 抛物 线 映射 的 周期 数目 就 是 Ns(n). 计 
算 或 枚 举 No(n) 的 许多 不 同方 法 ,可 以 直接 推广 到 Nm(n). 所 有 其 他 退化 情况 下 
的 周期 数目 , 都 可 以 通过 Ni(n)，k < m 的 各 种 组 合 得 到 . 我 们 先 列举 一 些 结果 ， 
再 继续 讨论 Ns (o) 的 计算 : 

(1) 图 5.1(e) 以 及 (£) 中 所 示 和 其 他 类 似 情形 的 单 参数 映射 的 周期 数目 由 Ne(n) 一 
Na(n) 给 出 . 对 于 具有 m 个 单调 支 的 多 峰 映 射 ， 相应 数目 由 


Nm(n) — Na (n) (5.29) 


给 出 . 
(2) 图 5.1(d) 中 映射 的 周期 数目 由 Ne(n) — Na(n) 给 出 . 相应 的 一 般 情形 由 
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Ny (n) 一 Nm_2x2(n) 给 出 . 

(3) 图 5.1(1) 中 所 示 映 射 的 周期 数目 是 (d) 的 两 倍 , BI 2[Ne(n) 一 Na(n)]. 
(4) 图 5.1(c) 中 所 示 映 射 的 周期 数目 是 (b) 和 (d) 两 者 之 和 , BH 2Ne(n) 一 N2(n) 
(5) 图 5.1(h) 中 所 示 映 射 的 周期 数目 是 (d) 和 两 倍 (c) 之 和 ， 即 3Ns(n)- 
[Nz(n) — 2N4(n)]. 

(6) Él 5.1(g) 中 所 示 映 射 的 周期 数目 是 (d) 和 三 倍 (e) 之 和 ， 即 4Ne(n) — 
[Naz(m) — 3Na(n)]. 

(7) 最 后 , 一 般 的 m = 6 的 映射 ( 见 图 5.1(a)) 的 周期 数目 是 5[Ne(n) — Na(n)]. 
对 于 一 般 的 m 个 单调 支 的 多 峰 映 射 ， 周 期 数目 是 

(m — 1)[Nm(n) — Nm-2(n)]. 

在 更 一 般 的 情形 下 ， 当 一 个 具有 m 个 单调 支 的 多 峰 映 射 ， 有 I RI UR 
立 变化 , 有 ka 对 极 大 (或 极 小 ) 值 同时 变化 , 有 ks 组 三 个 极 大 (或 极 小 ) 值 同 时 变 
化 , 等 等 , 则 周期 n 的 超 稳定 轨道 的 总 数 为 


N= pF ki[Nm(n) — Nm_2i(n)], (5.30) 
其 中 
kı x lc ko2x2-c-k3x3-4-.—m. 
这 些 式 子 将 在 下 面 逐步 讨论 和 推导 出 来 . 


现在 我 们 回 到 关键 的 量 Ni,(n) 和 相应 计数 问题 饶 有 兴味 的 方方面面 . 

第 一 ,符号 动力 学 中 的 允许 字数 目 . 我 们 把 一 维 动力 学 的 相 空 间 ， 即 线段 D, 
用 映射 的 极 大 和 极 小 值 分 割 成 子 区 间 . 映射 了 在 每 个 子 区 间 上 单调 变化 , 每 个 
子 区 间 用 一 个 符号 标记 . 图 5.2 是 分 割 的 示意 , 其 中 三 个 临界 点 C Dy FIC; 附近 
的 映射 的 单调 支 用 Ls aas De Ipi 以 及 I; M Gy 标记 . 我 们 在 后 面 的 讨论 
中 要 使 用 这 些 记 号 . 


图 5.2 一般 的 连续 多 峰 映 射 示 例 
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顺便 指出 ， 当 单调 支 的 数目 m 是 偶数 时 , 我 们 把 映射 的 两 个 端点 固定 在 左右 
最 低 处 , 如 图 5.1 所 示 . 如 果 m 是 奇数 时 , 映射 的 两 个 端点 要 以 一 高 一 低 的 方式 固 
定 在 对 角 线 两 端 , 如 图 5.2 所 示 . 对 于 单位 线段 (0, 1)， 


0, V m 为 偶数 ， 
um V m 为 奇数 . 
这 种 “ 归 一 ”, 是 为 了 得 到 周期 数目 的 普 适 结果 . 

一 维 映射 的 所 有 非 平庸 的 动力 学 行为 都 发 生 在 动力 学 不 变 区 间 里 . 对 于 多 峰 
映射 , 动力 学 不 变 区 间 是 所 有 


f(0) = 0，f(1)= | (5.31) 


(FP (C1), f(C;)) 


类 型 和 
(f(D;), f? (Dj)) 
类 型 区 间 的 “并 ”. 我 们 忽略 掉 可 能 的 平庸 的 过 渡 过 程 ， 只 考虑 动力 学 不 变 区 间 上 
发 生 的 事情 . 一 般 说 来 , 不 是 任意 符号 序列 都 可 以 对 应 动力 学 中 的 轨道 . 为 了 在 某 
一 个 参量 值 下 能 成 为 揉 序列 ， 符 号 序列 2 必须 满足 如 下 的 基于 排序 规则 的 允 字 条 
件 : 
$;(3), $;41(X) € Kc; Kp, < $;(32), Sj;+1(>), (5.32) 


加 上 某 些 揉 序列 应 满足 的 等 式 ， 如 果 它 们 要 绑 定 变 化 . 在 (5.32) RE, S(X) 标记 
序列 X: 中 跟随 各 个 字母 1 的 子 序 列 的 集合 . 当 一 个 极 大 ( 极 小 ) 点 C(D) 达到 单位 
方块 的 项 ( 底 ) 时 ,相应 的 揉 序列 为 所 有 可 能 揉 序列 中 最 大 (最 小 ) 者 . 因此 , 这 时 
不 必 去 检验 Kc(Kp) 所 满足 的 条 件 . 

很 容易 把 排序 法 则 和 人 允 字 条 件 程 序 化 , 用 以 产生 和 计数 给 定 长 度 的 周期 数目 . 
TU EL, 这 种 “强行 ”计数 的 办 法 并 不 限于 连续 的 映射 函数 . 它 提 供 可 以 与 其 他 方法 
比较 的 周期 数目 . 事实 上 , 我 们 在 以 下 各 有 段 里 描述 的 计算 公式 , 都 曾 用 这 种 直接 计 

第 二 , 切 分 岔 和 倍 周期 分 岔 的 数目 . 存在 几 套 决定 周期 数目 的 递归 关系 . 在 一 
维 映射 中 , 一 条 周期 ”轨道 总 是 由 切 分 岔 或 倍 周期 分 岔 产生 . 我 们 把 由 切 分 岔 产 
生 的 周期 数目 记 为 M(n), 而 把 倍 周期 分 侈 产生 的 周期 数目 记 为 P(n). 由 于 倍 周 期 
分 岔 不 能 产生 奇数 周期 的 轨道 ,我 们 总 有 


P(2k+1)=0, Y k>0. (5.33) 
不 论 一 条 周期 大 轨道 自己 是 怎样 产生 的 ， 它 总 可 以 发 生 倍 周期 分 岔 . 因此 ， 
P(2k) = P(k)-- M(k) = N(k), V kzl, (5.34) 
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其 中 N(k) 是 周期 轨道 的 总 数 . 由 于 在 切 分 人 处 稳定 和 不 稳定 周期 轨道 总 是 成 对 
产生 ， 当 我 们 考虑 方程 > = fm(p,z) 的 根 的 数目 时 , 必须 在 M 之 前 乘 以 因子 2, 


2^— M d2M(d) + P(4).. (5.35) 
(didin) 
为 了 简化 记号 , 我 们 令 
C(d) = d[2M (d) + P(d)], 


而 把 (5.35) 式 写 成 


P- Y C(d). (5.36) 
(d:d|n) 
公式 (5.33) 和 (5.36) 就 是 计算 P(n) M (n) 和 周期 总 数 
N(n) = M(n) + P(n) (5.37) 


的 递归 关系 . 

为 了 把 递归 关系 推广 到 m 阶 的 多 项 式 映射 , 我 们 必须 区 分 m. 的 奇偶 . 偶数 m 
的 情形 很 简单 ,只 须 把 (5.36) 式 左面 的 2 换 成 m. 得 到 

m"— >》 C(d, V 偶数 mw， (5.38) 
(d:d|n) 

而 公式 (5.33) 和 (5.34) 不 变 . 

在 归 一 条 件 (5.31) 下 , m 为 奇数 的 映射 函数 总 在 z = 1 处 有 一 个 不 动 点 , 它 
对 于 任意 ”都 导致 平庸 的 周期 1 轨道 . 因此 , 一 般 公 式 为 


m"— 》 C(d)+1, V 奇数 m. (5.39) 


(d:d|n) 


公式 (5.38) 和 (5.39) 可 以 合并 写成 
m” = 5 C(d)+s(m), Ym è 2, (5.40) 
其 中 


0, m ff, 
l, mÑ. 


我 们 可 以 借助 默 比 乌 斯 逆 变 换 公 式 (5.26) 把 (5.40) 式 解 出 来 : 


s(m) =m (mod 2) 一 | 


Cn(n)= >》 nu(d)m"/"* — s(m)I(m), (5.41) 
(d:d|n) 
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其 中 (n) 是 数论 中 的 单位 函数 ， 见 (5.6). 可 见 s(m) 只 在 m 为 奇数 时 影响 Cn (1) 
的 数值 . 

许多 作者 都 曾经 使 用 递归 关系 来 计算 单 峰 映 射 , BU m = 2 时 的 周期 轨道 数目 . 
以 上 所 述 是 对 一 般 m 的 推广 . 

第 三 , 我 们 再 讨论 一 下 周期 轨道 总 数 的 递归 公式 . 可 以 从 公式 (5.40) 直接 推导 
出 周期 轨道 数目 ING (n). 的 一 个 简单 递归 公式 . 在 (5.40) 式 求 和 中 减 去 和 加 上 同一 
项 dP,(d). 得 到 


m" —s(m)—2 X` dNm(d)— M; dPn(d). (5.42) 
(d:d|n) (d:d|n) 
假设 周期 数 ”可 以 分 解 成 
n2*w, k20, n 为 奇数 ， (5.43) 
则 任何 的 272 (其 中 0 和 7 和 有 d'in) 都 是 n 的 因子 . 因此 , 对 dn 的 求 和 可 以 写 
成 
k 
Ys Y um 
(d:d|n) j=0 (d:d|n') 


结果 ，(5.42) 式 成 为 


k k 
m*—a(m)e29 X WdNm(27d) > V 2idP,(2/q). 


j=0 (d:d|n/) j=1 (d:d|n') 


根据 (5.33) 式 ， 上 式 第 二 个 求 和 中 的 7 = 0 项 消失 . 利用 (5.34) 和 (5.37) R, 我 们 
得 到 


k k 
m” 一 s(m) = "y »*. 2/dN,, (2/ d) = 25` ER 2j qdN (m)(2i-1q). 
j—0 (d:dln'] j=1 (d:d|n/) 
容易 看 出 来 , 第 一 个 求 和 中 除了 7 = 项 外 全 部 互相 抵消 . 我 们 最 终 得 到 


m” — s(m)=2 5 2*dN,, (2*d), (5.44) 
(d:d|n/) 
其 中 n 是 在 (5.43) 式 中 定义 的 . 再 次 利用 默 比 乌 斯 逆 变 换 公式 (5.5)， 我 们 得 到 
Nm(n) 的 明显 表达 式 : 


Nmn(n) = 二 M; u(d)m"/"* — s(m)I(n’). (5.45) 
(d:d|n/) 
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在 使 用 上 面 公式 时 ， 必 须 注意 n 和 n 的 差别 , 即 (5.43) XX. 特殊 地 说 ， 对 于 奇数 
m, s(m) 这 时 要 影响 到 所 有 2 HÆK, 即 


n= 2*, k=0,1,..: 


的 周期 . 这 与 (5.41) 式 成 为 对 照 , 那里 只 有 n = 1 项 受到 影响 . 

第 四 , 周期 序列 的 对 称 类 型 . 我 们 在 85.3 中 已 经 知道 , m = 2 映射 的 周期 数目 
同 用 q 种 颜色 的 宝石 制作 项 链 的 数目 有 密切 关系 , 后 者 涉及 群 Cu @ S, 的 性 质 . 这 
是 20 世纪 50 年 代 就 已 经 知晓 的 结果 [46; 47, 

人 们 早 就 知道 , 群 Cn 6 Ss 不 能 解决 立方 映射 的 周期 数目 问题 起, 5 531, 曾 婉 
贞 指 出 ,对 于 反对 称 的 立方 映射 , 群 C, 952 @ S2 可 以 给 出 正确 的 周期 数目 . 但 
是 , m > 3 的 一 般 情 况 又 当 如 何 呢 ? 

事实 是 , 对 于 m > 3 的 一 般 情况 ,周期 数目 不 再 同 项 链 问题 有 那么 简单 的 联 
A. 但 是 , 可 以 沿 着 文献 [47] 的 思路 , 利用 波 伊 阿 定理 求 得 一 般 公式 . 

考虑 如 图 5.1(b) 所 示 的 退化 型 的 映射 . 它 有 m 个 单调 支 , 每 个 支 用 一 个 字母 
标志 , 共有 m 个 符号 . 整数 m 可 奇 可 偶 . 我 们 考虑 的 对 象 是 周期 为 n 的 符号 序列 . 
周期 性 意味 着 在 n 阶 循环 群 0 作用 下 不 变 . 这 个 特殊 类 型 的 映射 具有 一 个 揉 序 
列 ,由 绑 定 在 一 起 变化 的 极 大 值 决 定 . 因此 ， 允 字条 件 回归 到 移 位 最 大 性 . 在 一 个 
周期 序列 的 各 个 移 位 中 , 必 有 一 个 移 位 最 大 序列 . 根据 82.6 表述 的 周期 窗口 定理 ， 
我 们 可 以 把 一 个 极 值 点 附近 的 两 个 符号 互 换 , 而 不 影响 移 位 最 大 性 , 见 (2.47) R. 

例如 , 34 m — 6 时 , 我 们 可 以 使 用 如 下 的 字母 : 

Z<CI<M<DI<N<Co<P<D<Q<Cas 一 六 ; (5.46) 
而 当 m — 7 时 , 我 们 可 以 使 用 如 下 的 字母 : 
L<Cı<M<Dı<N<Cı< P 
< Da < Q < C3 < S « Ds < R. (5.47) 
在 前 一 种 情形 下 ,把 周期 序列 变 成 等 价 序列 的 变换 T 是 
L M, 
T: New E (5.48) 
Q o R; 
在 第 二 种 情形 下 , 变换 T 是 
Le M, 
N eP. 


QoS, 
R ^E. 


(5.49) 
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显然 , T? = e 是 一 个 2 阶 群 的 单位 元 素 , 我 们 把 这 个 群 记 做 ZT2( 所 有 的 2 阶 群 都 是 
同 构 的 ). 换言之 , 群 n 有 两 个 元 素 (T,e). 循环 群 Cn 的 元 素 是 (E, p PP p") 
其 中 E 是 单位 元 素 , 而 p 是 置换 操作 


(123---n): p" = E. 
我 们 要 研究 的 群 是 G = C, 8 T2, 它 的 元 素 取 自 集合 
(Ee, ET,- , p" te, p" T). 


为 了 推导 出 计数 公式 , 我 们 先 考 虑 最 简单 的 情形 , n = 1. 这 时 , 群 G 只 有 两 
个 元 素 Ee 和 ET. 对 于 由 n = 1 种 符号 组 成 的 对 象 , 共有 m 种 选择 . 它们 在 单位 
元 素 Be 作用 下 不 变 . 对 于 偶数 m, 在 ET. 作用 下 没有 不 变 的 对 象 ; 对 于 奇数 m, 
总 有 一 个 不 变 对 象 R, 这 是 由 (5.49) 式 最 后 一 行 所 致 . 因此 , 我 们 有 


z o|o m 是 偶数 ， 
I(Ee) 2m, I(ET)- | Lom 是 奇数 (5.50) 
波 伊 阿 定理 (5.10) 给 出 
- _ J] m/2, m 是 偶数 ， 
FS) ES | (m 4 1)/2, yf 是 奇数 . (5.51) 


3 n=2 时 , 群 G 有 4 个 元 素 : Ee, ET, pe, pT . 对 于 由 两 个 符号 组 成 的 对 象 ， 
一 共有 m? 种 选择 . 容易 看 出 ， 
0, m 是 偶数 ， 


1l, m 是 奇数 ， (5.52) 
I(pe) = I(pT) = m. 


I(Ee) = mà, I(ET) = | 


波 伊 阿 定理 给 出 


Fr (2) = (m? + 2m)/4, m 是 偶数 ， 
(m? -- 2m --1)/4, m 是 奇数 . 


为 了 看 出 规律 性 , 我 们 把 n= 3,4 时 的 I(t) 列 在 表 5.3 中 . 


(5.53) 


表 5.3 当 n —3,4 时 在 Cn Q T2 作用 下 不 变 的 对 象 数目 
I(Ee)  I(ET) I(pe)  I(pT) I(p?e)  I(p?T)  I(p?e) 
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现在 我 们 可 以 把 波 伊 阿 定理 中 的 求 和 分 成 两 部 分 : 
5, d Y I(ple) + XIT). (5.54) 
j=1 j=1 


t€C4 GT» 
上 式 右 端 第 一 项 是 在 循环 群 C" 作用 下 不 变 的 对 象 数目 ， 最 早 在 文献 [47] 中 给 出 
>》 I(pie) €: Y mn x RA e(d)m"/4, 
j=1 j=l (d:d|n) 
右 端 第 二 项 也 可 以 用 类 似 的 办 法 变换 成 
3 iT) = 3, = J pdm, 
j=l j-—L [d:d|n) 


其 中 m 由 表 5.4 给 出 29. 


m 偶 m F 
d f& m m 
d 0 i 


EFC, GT, 是 2n 阶 的 . 因此 , 我 们 得 到 最 终结 果 


Exin) = x XO pa (m? e m". (5.55) 
” (didin) 
我 们 要 请 读者 回顾 一 下 85.3 中 讨论 过 的 E, (0) 和 1, (0). 的 差别 . 前 者 的 n 可 
能 是 更 短 的 周期 的 倍数 . 为 了 得 到 基本 周期 ”的 数目 


Fn(n) = Nm(n), n>1, 


须 利 用 它们 之 间 的 关系 (5.25) 和 (5.26) 式 . 特别 要 注意 , 当 m 为 奇数 时 , Fm(1) = 
Nm(1) 十 1， 因 为 R 在 变换 (5.49) 下 不 变 , 但 是 它 并 不 对 应 一 个 超 稳 定 不 动 点 . 事 
SK E, 对 于 任意 ”都 存在 着 Rn. 我 们 从 (5.45) 式 知 道 , 它 只 对 n = 2* 有 贡献 . 

对 于 奇数 m. 映射 函数 可 能 具有 反对 称 性 , 即 在 反 演 x 一 -z 下 不 变 . 这 已 经 
以 符号 形式 体现 在 变换 (5.49) rp. 这 种 情况 下 ,周期 轨道 区 分 为 对 称 和 非 对 称 的 . 
非 对 称 轨道 的 数目 是 (5.55) 式 或 其 他 等 价 公 式 所 给 数目 的 一 半 ， 其 结果 相当 于 取 
FE Cn Q S2 Q 52， 这 就 是 曾 婉 贞 最 初 研究 反对 称 立 方 映射 周期 数目 时 所 利用 的 群 . 
对 称 轨 道 必须 具有 偶数 周期 n= 2k. 它们 在 周期 制度 下 可 以 发 生 对 称 破 缺 分 岔 而 
成 为 同一 周期 的 非 对 称 轨道 , 然后 经 过 倍 周期 分 岔 序列 进入 混沌 制度 , 在 混沌 制度 
下 再 经 历 对 称 恢 复 突变 , 而 成 为 对 称 的 混沌 轨道 . 并 不 是 所 有 偶数 周期 的 轨道 都 可 

QD 我 们 借 此 机 会 指出 , 文献 [7] 第 369 页 表 7.4 所 列 元 有 误 , 应 以 此 处 为 准 . 
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以 发 生 对 称 破 缺 分 岔 , 它们 的 数目 等 于 周期 k 的 非 对 称 轨道 的 数目 Nm(k). 文献 
[25] 曾经 用 符号 动力 学 研究 了 m = 3 的 反对 称 映 射 的 对 称 破 缺 和 对 称 恢复 ,那里 
的 主要 结论 适用 于 一 切 奇数 m 的 反对 称 映射 . 

为 了 避免 误解 , 我 们 要 强调 指出 , 虽然 解决 多 峰 映 射 周期 数目 问题 的 群 形式 上 
同 单 峰 映射 一 样 , 仍然 是 C, @ 52 (一 切 2 阶 群 都 是 同 构 的 ，S$ 和 T» 是 一 回 事 )， 
但 是 要 按照 (5.48) 和 (5.49) 式 来 理解 . 

第 五 , 递归 关系 的 显 式 解 . 前 面 引入 的 各 种 递归 关系 的 显 式 解 , 通常 包含 某 些 
数论 函数 ,例如 默 比 乌 斯 函数 wm) 或 欧 拉 函数 p(n). 然而 , 总 可 以 得 出 不 包含 数 
论 函数 的 等 价 结果 . 

事实 上 , 对 于 m = 2,3 的 映射 , 文献 [48] 曾经 利用 代数 方程 根 的 数目 守恒 , 求 
得 与 前 文 递归 关系 等 价 的 明显 表达 式 . 后 来 , 黄 永 念 54 观察 到 ， 这些 关系 实际 上 
对 于 更 大 的 m 也 都 成 立 . 这 些 不 含 数 论 函数 的 表达 式 看 起 来 都 颇 为 繁复 , 然而 它 
们 的 许多 正 负 项 会 互相 抵消 . 实际 上 , 数论 函数 的 作用 就 在 于 自动 实现 抵消 ,只 留 
下 比较 简捷 的 结果 . 因此 ,可 以 认为 文献 [48] 所 给 公式 用 处 不 大 . 

第 六 , 实数 的 A 自 展 开 . 我 们 在 85.3 中 已 经 提 到 , 德 瑞 达 等 人 67 借助 人 字 映 
射 说 明 , 单 峰 映射 的 周期 数目 与 区 间 1 < A < 2 上 具有 有 限 项 的 和 自 展开 的 数目 
相同 . 这 样 的 和 自 展开 很 容易 推广 到 具有 m 个 单调 支 的 映射 . 

考虑 一 个 把 线段 (0, m) 映射 到 自身 的 m 支 的 分 段 线性 函数 , 见 图 5.3. 我 们 把 
这 些 单调 支 按 下 面 的 方式 参量 化 : 

f(x) = Aoi;m— AB; A€(1,m) (5.56) 
其 中 
oj; = 1, ĝi = 2i, 2i < x S 2i + 1,42 —0,1,---.[(m — 1)/2] 


或 
o; = —1,0; = —2i, 2i — 1 < x < 2i, i = 1,2, , [m/2]. 


01 2 345 6 m—-2 m=2k 
T 


5.8 有 m 个 支 的 分 段 线性 映射 
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从 一 个 初 值 点 xo € (1,m) 开始 , 我 们 得 到 以 下 和 迭代， 


z1—f(xo) = Aaozo 一 入 Oo0， 
12— f (x1) = X’ai aozo — Moro — Ms, 


Tn = f(Tn_1) 一 和 an 1Xn -2 010920 
n—i 
—1 
一 1 A" "as 155-2: Gia Di. 
i—0 


对 于 周期 n 轨道 , 有 zn = ro. 我 们 再 取 zo = A. 把 最 后 一 个 等 式 的 各 项 都 乘 
以 Ogn—10m—2::: 0100: 并 且 注 意 到 


我 们 得 到 


pa es + Doniad | S iuit (5.57) 
i—0 


An-1 


A 
在 推导 上 式 时 , 我 们 把 各 项 都 除 以 A^, 并 且 重 组 了 各 项 . 现在 , 只 须 引 入 新 的 记号 


Åi = piQiQi—1 -+ + Q0, i=0,1,.…,n—2, 


(5.58) 
An-1 = (8n-1 + 1)an—-1an-2 `: : &100, 
我 们 就 得 到 A € (1, m) 按 它 自己 的 倒数 寡 次 的 展开 式 
n—1 Ai 
入 = 2. P (5.59) 


显然 , 不 是 任意 挑选 的 一 组 {4;} 都 可 以 导致 实数 A c (1, m) 的 自 展开 式 . 德 
MAFA 讨论 了 m = 2， 而 曾 婉 贞 E3 研究 了 m = 3 时 这 些 {4;} 应 满足 的 条 
件 . 这 些 条 件 归 结 为 以 下 不 等 式 : 


E(Ai Aia, Aitz) S (Ao A1, 42,7), i = 1,2,..., (5.60) 
上 式 中 的 比较 是 逐 项 进行 的 . 如 下 的 两 串 系数 之 间 的 关系 
(C1, C2,***, Ck-15 cb) & (dd , dk—1, dk, ) 


成 立 , 只 需要 G= di, Vi=1,2,--,k—-1, 而 cp < di. 换言之 , 第 一 次 出 现 的 不 等 
关系 就 决定 整个 不 等 式 . 

可 以 写 一 个 程序 来 生成 (5.56) 式 里 的 和 bi i = 1,2,… m. 然后 根据 (5.58) 
式 来 形成 乘积 A;，i = 1,2,…,n 一 1， 最 后 检查 它们 是 否 满足 条 件 (5.60). 这 样 得 
到 的 数字 , 与 用 其 他 方法 求 得 的 Nm(n) 相同 . 


85.4 多 峰 映 射 的 周期 窗口 数目 105 


第 七 , 暗 线 方程 的 根 的 数目 . 我 们 在 $2.4 中 讨论 了 单 峰 映 射 分 岔 图 里 全 部 暗 
线 的 方程 . 那里 也 给 出 了 多 峰 映射 的 上 暗 线 方程 组 (2.25): 
Pf? (u) 一 Ci 
PO. (u) = f(u, FP (u)). 
这 里 临界 点 不 仅 是 极 大 位 置 0;, 也 包括 前 面 曾 记 为 D; 的 极 小 位 置 . / 代表 所 有 的 
参量 , 最 好 通过 揉 序列 表示 . 当 我 们 固定 除了 一 个 揉 序列 以 外 的 所 有 参量 ,如 下 方 
程 
P® (u) -Ci 
的 实 根 决定 沿 相应 参量 轴 的 超 稳 定 周期 ”的 数目 . 我 们 不 久 将 看 到 ， 这 个 数目 为 
Nga (n) — Na -»(n). 

第 八 , 斯 梅 尔 马蹄 形成 过 程 中 的 鞍点 数目 . 约克 等 人 区 ] 推广 了 斯 梅 尔 马蹄 的 
构造 程序 ， 允许 在 折 鳃 以 后 不 把 “橡皮 ”完全 放 回 原来 的 位 置 . 他 们 引入 一 个 拓扑 
参量 0 < / < 1 来 描述 这 个 过 程 . 斯 梅 尔 最 初 的 构造 ， 相 当 于 拓扑 满 映射 jy = 1. 
TE u 从 0 变 到 1 的 过 程 中 , 要 出 现 各 种 周期 n BRE ERA. 约克 等 的 文章 列 出 了 
S(n) 的 数值 表 . 实际 上 这 些 S(n) = M(n)，M(n) 是 我 们 在 前 面 已 经 引进 的 符号 . 
EDU b. 只 要 允许 “橡皮 ”做 多 次 折 释 再 放 回去 , 这 一 变换 就 可 以 对 应 多 峰 映 射 . 

K 5.5 列 出 了 在 多 峰 映射 周期 计数 问题 中 起 关键 作用 的 量 INS (n), m = 3,4, 
oV 7. 对 于 单 峰 映射 m = 2, N(n) 三 Na(n)(n < 20) 的 数值 已 经 在 表 5.2 中 给 出 ， 
其 他 各 种 量 Mm(n)，Pm(n) 和 C5 (n) 都 容易 从 前 面 列举 的 相关 公式 求 得 . 


表 5.5 退化 的 m 支 的 单 参量 多 峰 映 射 的 周期 数目 Nm (n) 


n m —3 m -—4 m-—5 m —6 m= 
1 1 2 2 3 3 

2 2 4 6 9 12 

3 4 10 20 35 56 

4 10 32 78 62 300 

5 24 102 312 UY 1680 
6 60 340 1300 3885 9800 
T 156 1170 5580 19995 58824 
8 410 4096 24414 104976 360300 
9 1092 14560 108500 559860 2241848 
10 2952 52428 488280 3023307 14123760 


有 了 Nm(n) 以 后 ,我 们 就 可 以 给 出 任何 连续 的 多 峰 映 射 的 超 稳 定 周期 ， 即 超 
稳定 揉 序列 的 数目 .作为 实例 , 这 里 只 考察 退化 的 多 峰 映 射 中 的 一 个 , 即 图 5.1(e) 
和 (£) 情形 的 周期 数目 . 不 去 仔细 分 析 允 字条 件 , 而 直接 观察 图 5.4 所 形象 地 表示 
的 关系 , 就 可 以 明白 公式 (5.29) 的 由 来 . 
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CC 


图 5.4 周期 数目 公式 (5.29) 的 推导 


以 上 讨论 全 部 针对 连续 映射 . 对 于 某 些 包含 断裂 的 映射 函数 , 例如 裂 峰 映 射 和 
所 谓 洛 伦 茨 类 型 的 映射 , 也 可 以 比较 系统 地 计算 出 周期 轨道 数目 [55]. 
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三 维 空间 里 封闭 的 绳 圈 ， 数 学 上 叫做 纽 结 (knot)， 关 于 纽 结 ， 姜 伯 驹 的 著作 
[56] 是 很 好 的 入 门 读物 . 如 果 可 以 把 绳 圈 连 续 地 缩小 ， 最 后 缩 成 一 个 点 ， 它 就 不 是 
一 个 真正 的 纽 结 , 而 是 “ 非 纽 结 ” 或 “平庸 纽 结 > (unknot). 如 果 绳 图 上 打 过 某 种 结 ， 
就 不 一 定 能 连续 地 缩 成 一 个 点 . 通常 把 绳 圈 投 影 到 二 维 平面 里 来 研究 , 这 时 要 仔细 
地 标明 交叉 点 附近 绳子 的 上 下 穿 法 , 如 图 5.5 和 5.6 所 示 . 


ES 


图 5.5 
(a) 是 最 简单 的 非 平庸 Ks 纽 结 , 它 等 价 于 (b) 中 的 三 叶 结 


图 5.6 
(a) 最 简单 的 Ko 链 环 ; (b) 一 个 K4 纽 结 


我 们 只 考虑 一 类 比较 简单 的 环 链 环 (torus link). 可 以 用 平面 投影 中 相交 点 的 
数目 n 把 它们 标记 为 K, 型 . 图 5.5(a) 给 出 一 个 Ks 型 纽 结 . K 只 能 是 平庸 纽 结 ， 
我 们 没有 画图 . 图 5.5(a) 的 Ks 是 最 简单 的 非 平庸 纽 结 ， 它 等 价 于 图 5.5(b) 的 三 
叶 结 . 图 5.6(a) 的 Kz 型 纽 结实 际 上 是 两 个 解 不 开 的 绳 圈 , 这 是 一 个 最 简单 的 链 环 
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(link). 图 5.6(b) 是 一 个 Ks 纽 结 , 它 也 是 两 个 圈 组 成 的 链 环 . 当 n ETA, Kn 
总 是 一 个 绳 圈 的 纽 结 ， 当 n 为 偶数 时 ，K 是 两 个 强 圈 组 成 的 链 环 . 

当 平面 图 里 有 多 个 交叉 点 时 ， 很 难 判断 两 个 纽 结 是 否 等 价 ， 作 为 拓扑 学 的 篇 
3:, 纽 结 理论 里 有 系统 的 变换 方法 来 实行 简化 , 还 发 展 了 各 种 多 项 式 作为 纽 结 的 不 
变量 . 有 趣 的 是 , 同 非 线 性 动力 系统 的 周期 谱 一 样 , 纽 结对 应 的 多 项 式 也 是 不 完全 
不 变量 . 图 5.7(a) 是 简化 纽 结 平面 图 所 用 的 三 种 瑞 德 迈 斯 特 (Reidemeister) 变换 . 


图 5.7 
(a) 三 种 瑞 德 迈 斯 特 变换 ; (b) Ka 链 环 的 辫子 表示 


数学 家 们 已 经 列举 和 分 类 了 交叉 点 数 不 太 多 的 纽 结 和 链 环 . 纽 结 还 可 以 表示 成 
“辫子 ” 例如 图 5.7(b) 就 是 Ks 链 环 的 辫子 表示 , 而 辫子 群 是 置换 群 的 一 种 推广 . 
如 果 不 是 在 20 世纪 80 年 代 发 现 了 同 统计 物理 和 可 积 系统 的 重要 关系 ， 纽 结 理论 
或 许 一 直 只 是 数学 家 手 里 的 玩物 . 我 们 不 去 介绍 这 些 进 展 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 
专著 和 综述 [57, 58]. 

我 们 在 本 书 里 加 写 这 一 节 ， 是 希望 读者 注意 纽 结 理论 与 非 线性 动力 系统 中 周 
期 轨道 的 极其 自然 的 关系 . 这 种 关系 迄今 还 没有 得 到 足够 重视 , 而 一 维 映射 可 以 提 
供 一 条 进入 问题 的 捷径 . 

一 个 非 线 性 系统 ， 例 如 洛 伦 茨 模型 的 混沌 吸引 子 由 无 穷 多 条 不 稳定 周期 轨道 
支撑 起 骨架 . 任意 取 一 条 周期 轨道 , 它 当 然 是 一 个 纽 结 . 它 是 平庸 还 是 非 平庸 的 纽 
结 ? 从 吸引 子 里 取 两 条 周期 轨道 , 它们 形成 链 环 吗 ? 研究 表明 , 这 里 有 许多 非 平庸 
的 纽 结 和 链 环 (可 以 参看 [59, 60] 及 其 所 引文 献 ). 

纽 结 是 三 维 空间 里 的 对 和 象 , 它 却 可 以 借助 一 维 映射 来 研究 . 这 才 是 本 节 的 重点 
所 在 . 还 是 考虑 抛物 线 映射 


2 
Zn 十 1 一 l1— HTn,, 


它 把 区 间 I = (—1,1) 映射 到 自身 . 特别 对 于 u= 2 的 满 映射 , 左 半 区 间 D, 被 拉 长 
到 整个 区 间 I 而 且 方 向 不 变 , 右 半 区 间 Ir 也 拉 长 到 整个 区 间 , 但 方向 被 倒 过 来 . 
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这 个 过 程 在 下 一 章 的 图 6.2 中 还 要 再 画 一 次 . 为 了 同 纽 结 和 辫子 建立 联系 , 我 们 把 
那 幅 图 横 过 来 画 在 图 5.8 H. 用 这 幅 图 做 框架 , 可 以 演示 如 何 从 超 稳 定 周期 轨道 的 
符号 字 得 到 纽 结 . 


5.8” 子 线段 IL 和 Ig 在 一 次 迭代 下 的 变换 


第 一 个 例子 是 1 带 混沌 区 里 的 超 稳 定 周期 4 轨道 (RLRC)™. 我 们 将 看 到 , 它 
给 出 最 简单 的 非 平庸 纽 结 一 一 三 叶 结 . 为 此 先 写 出 它 的 轨道 点 : 
2Z1 王 RDRC…， 
z2 =LRCR--.-, 
z3— RCRL-.…, 
rT4=CRLR.…. 


根据 $2.6 中 介绍 的 符号 字 排 序 规则 , 这 些 点 的 顺序 是 


(5.61) 


T2 < T4 < T3 < Tı. 


这 些 点 在 一 维 线段 上 的 访问 顺序 如 图 5.9(a) 所 示 . 如 果 像 图 5.8 那样 , 把 线段 上 
下 拉 开 成 为 两 条 平行 线 ， 再 进一步 设想 有 一 块 方形 的 橡皮 注 膜 ， 上 边 与 I 重合 ， 
下 边 拉 长 后 同 I 重合, 形成 一 个 梯形 , 男 有 一 块 橡皮 薄膜 ， 上 缘 与 Ir ES, 然后 
拉 伸 并 且 向 后 翻转 180 度 ,使 其 倒 过 序 来 在 下 边 同 I EA, 第 二 块 橡皮 薄膜 处 于 
第 一 块 的 后 面 , 这 样 , 四 个 点 之 间 的 访问 就 如 图 5.9(b) 所 示 , 由 第 一 块 橡皮 薄膜 上 
的 实 线 和 第 二 块 上 的 虚线 代表 . 实 线 由 上 面 的 左 半 线 段 Dn 伸 到 下 面 的 线段 I. 保 
持 大 小 顺序 ， 因 此 它们 自己 不 相交 . 虚线 由 上 面 的 右 半 线段 Ig 伸 向 下 面 的 1. 但 
点 的 顺序 要 倒 过 来 , 造成 一 次 相交 , 而 且 1 一 3 在 2 一 4 后 面 . 两 条 实 线 在 两 条 虚 
线 的 上 面 , 它们 之 间 的 4 个 相交 点 ,一 定 是 实 线 在 上 ,虚线 在 下 .这样 ,图 5.9(b) 
中 的 5 个 相交 点 ， 相 交 方 式 全 部 确定 . 


(a) (b) 
图 5.9 周期 (RLRC)? 的 轨道 点 
(a) 访问 顺序 ; (b) 线段 7 上 下 拉 开 后 轨道 有 5 个 相交 点 
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把 图 5.9(b) 稍 加 整理 , 可 以 画 成 图 5.10 所 示 的 辫子 . 注意 在 纽 结 的 辫子 表示 
中 , 所 有 的 交叉 点 都 在 上 下 两 边 之 间 , 辫子 外 面 是 一 些 互 不 相交 的 曲线 , 它们 把 上 
下 同 标号 的 点 连 起 来 . 这 样 , 图 5.10 中 最 左面 和 最 右面 的 两 个 交点 ， 可 以 使 用 图 
5.7(a) 里 的 瑞 德 迈 斯 特 变换 R1 消除 掉 ， 剩 下 一 个 K 型 纽 结 , 即 一 个 三 叶 结 . 


5.10 JE (RLRC)? 轨道 点 的 办 子 表示 


用 类 似 的 办 法 , 可 以 分 析 所 有 短 周期 轨道 . 可 以 看 出 (RZ"C)ce 轨道 都 对 应 平 
BA, (RIRC) 轨道 对 应 三 叶 结 ,而 


(RLR*C)™, (RL? R?C)®, (RL?RLC)™ 


轨道 对 应 Ks 型 纽 结 等 . 

第 二 个 例子 是 两 条 周期 轨道 形成 的 链 环 . 考虑 单 峰 映射 中 唯一 的 周期 2 和 周 
期 3 超 稳 定 轨道 (RC)? 和 (RLO)%，, 它们 自己 都 对 应 平庸 纽 结 . 然而 它们 失 稳 后 
在 混沌 吸引 子 里 成 为 (RL)” 和 (RLL)% 以 后 , 就 形成 一 个 链 环 . 它们 的 5 个 轨道 
点 的 排列 顺序 是 

LLR<LR<LRL<RL<RLL. 

仿照 前 面 的 做 法 , 得 到 如 图 5.11 ARRAT. 其 中 周期 2 的 点 用 aD b 标记 , JU 
期 3 的 点 用 数字 注 明 . 


2 b 3 a i 
图 5.11 由 (RL)* fü (RLL)?? 两 条 轨道 形成 的 关子 


110 第 5 章 一 维 映射 的 周期 数目 


单个 纽 结 的 类 型 和 多 个 纽 结 的 链 环 类 型 都 是 拓扑 不 变量 .从 动力 系统 和 符号 
动力 学 的 角度 , 我 们 更 关心 链 环 的 一 种 数值 不 变量 一 一 环绕 数 Lk. 首先 给 每 个 交 
叉 点 定义 一 个 符号 : 把 交叉 点 上 面 的 箭头 按 最 近 的 方式 转动 向 下 面 的 箭头 , 逆 时 针 
$ e= +1, 顺 时 针 取 e= —1. 见 图 5.12. 如 果 有 两 个 纽 结 a 和 9, 则 只 计算 来 自 不 
同 的 纽 结 的 交叉 点 , 纽 结 的 自 交叉 不 算 . 这 样 得 到 环绕 数 


Lk(a.) =3 > s». (5.62) 
pEaNB 
考察 前 面 为 单 峰 映 射 的 周期 轨道 构造 关子 的 方法 ,可 见 所 有 的 交叉 点 都 对 应 
e= 一 1. 因 此， 只 要 数 一 下 链 环 中 来 自 不 同 的 纽 结 的 交叉 点 数目 ， 就 得 到 环绕 数 . 
这 样 ,，(RL)” 和 (RLL)* 的 环绕 数 是 -2. 


X x 


5.42 ”交叉 点 的 符号 


应 当 指出 , 以 上 讨论 全 部 针对 单 峰 映射 或 与 之 拓扑 等 价 的 人 字 映 射 . 对 于 82.6 
的 图 2.13 中 其 他 三 种 分 段 线性 映射 ， 从 符号 字 到 纽 结 的 操作 过 程 在 具体 做 法 上 有 
所 不 同 . 一 般 地 说 , 周期 轨道 与 纽 结 理论 的 关系 并 没有 完全 阅 明 , 还 有 许多 有 待 研 
究 解决 的 问题 . 我 们 在 本 节 以 及 文献 [7] 第 9 章 里 , 都 只 是 强调 了 一 维 映射 的 符号 
动力 学 可 能 发 挥 作用 . 


第 6 章 混沌 映射 


从 这 一 章 开始 ,我 们 着 手 研究 抛物 线 映 射 中 目前 已 经 理解 得 比较 透彻 的 一 大 
类 混沌 行为 . 我 们 先 考察 最 简单 的 满 映射 , 然后 借助 一 点 符号 动力 学 , SUN RUE 
混沌 ”的 概念 , 把 从 满 映 射 学 到 的 知识 , 推广 到 一 大 类 混沌 映射 . 


86.1 满 BR Bj 
回 到 我 们 已 经 很 熟悉 的 抛物 线 映 射 的 分 岔 图 2.5. 图 中 最 右面 的 参量 值 是 / = 
2, 对 应 我 们 在 $1.3 里 已 经 提 到 过 的 满 映 射 
$5417 1 — 222, (6.1) 
见 图 6.1. 它 之 所 以 被 称 为 满 映 射 , 是 因为 它 把 线段 (—1,1) 映射 到 整个 区 间 (一 1, 1) 
上 .对 于 任何 参量 值 人 4 < 2， 抛 物 线 映射 (2.13) 只 能 把 区 间 映 射 到 较 小 的 区 间 


(1— 4,1). 因此 只 是 内 映射 , 而 不 是 满 映 射 . 满 映射 是 一 种 典型 的 混沌 映射 ， 它 的 
许多 性 质 都 可 以 彻底 地 讲 清楚 . 


—1 0 E; 1 
6.1 i3 ERAS 


满 映 射 给 出 相 空间 拉 伸 和 折叠 的 最 简单 的 形态 . 映射 (6.1) 把 左 半 区 间 (—1,0) 
不 改变 方向 地 拉 伸 成 整个 区 间 (-1 1)， 这 在 图 6.2 中 用 黑色 箭头 表示 . 右 半 区 间 
(0,1) 也 被 映射 (6.1) 拉 伸 到 整个 区 间 (-1,1), 只 是 方向 被 倒 过 来 . 这 在 图 6.2 中 用 
灰色 箭头 表示 . 两 者 合 到 一 起 , 就 是 把 线段 (—1,1) 拉 伸 一 倍 , HAERE. 2445, 
内 映射 也 实现 不 完全 的 拉 伸 和 折 难 . 在 高 维 空间 的 动力 学 中 , 拉 伸 、 压 缩 和 折 秋 是 
导致 混沌 运动 的 必要 机 制 , 不 过 其 表现 形态 更 为 丰富 . 
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-1 
图 6.2 ” 满 映 射 下 的 拉 伸 和 折合 示意 


混沌 运动 的 重要 特征 , 是 对 初 值 变 化 的 敏感 依赖 性 , 即 初 值 的 细微 变化 , 将 导 
致 类 型 不 同 的 运动 . 怎样 定义 和 区 分 运动 的 类 型 呢 ? 最 直接 的 办 法 就 是 引入 与 符号 
动力 学 的 对 应 : 如 果 两 个 初 值 导致 同一 个 符号 序列 ， 它 们 的 运动 类 型 就 是 相同 的 . 
反 过 来 说 , 符号 序列 不 同 的 轨道 , 属于 不 同 的 运动 类 型 . 

从 满 映射 的 中 央 最 高 点 做 中 垂 线 , 它 把 区 间 (一 1,1) 分 成 左 (D) ME (R) 两 半 . 
凡是 从 左 半 开 始 的 轨道 , 其 符号 序列 的 第 一 个 字母 是 L 而 从 右 半 出 发 的 轨道 , 其 
第 一 个 字母 是 R. 

上 述 中 垂 线 与 分 角 线 交 于 一 点 ， 从 这 一 点 引出 的 水 平 线 同 映射 函数 交 于 两 点 
(图 6.3(a)). 线段 (—1,1) 被 分 成 4 Bt. 其 符号 序列 前 两 个 字母 是 

LL< LR< RR< RL. 


这 里 的 大 小 顺序 是 按照 82.6 中 的 排序 规则 确定 的 , 它们 与 (—1, 1) 区 间 上 实数 的 自 


然 序 一 致 . 
f) {X f(z) T FT 
l 


ELA 


H 6.3 ” 满 映 射 下 线段 的 分 割 


前 面 提 到 的 两 条 垂 线 或 其 延长 线 与 分 角 线 交 于 两 点 ， 从 这 两 点 分 别 引 水 平 线 ， 
同 映射 函数 交 于 4 点 , 见 图 6.3(b). 从 这 4 个 点 作 垂 线 , 加 上 原 有 的 3 条 垂 线 ， 这 
7 条 线 把 线段 (—1,1) 分 割 成 8 个 子 线段 . 分 别 从 8 个 子 线段 出 发 的 轨道 ， 其 符号 
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序列 的 前 3 个 字母 完全 确定 ， 从 左 到 右 为 
LLL « LLR « LRR « LRL < RRL < RRR < RLR < RLL. 

3 个 字母 的 23 = 8 种 组 合 , 全 部 出 现 并 排序 . 

这 个 过 程 可 以 继续 下 去 . 到 第 ” 步 后 ， 整 个 线段 (1,1) 被 分 割 成 2^. 个 子 线 
段 . 从 每 个 子 线段 出 发 的 轨道 ， 其 符号 序列 的 前 n 个 字母 是 不 同 的 , 分 别 对 应 2" 
种 可 能 的 组 合 . 这 样 无 穷 分 割 下 去 , 最 后 结论 是 : 满 映 射 (6.1) 之 下 , 每 个 初 值 导致 
一 个 独特 的 符号 序列 . 初 值 的 任何 细微 变化 都 导致 类 型 不 同 的 轨道 . 这 就 是 运动 对 
初 值 的 敏感 依赖 性 , 混沌 运动 的 一 个 主要 特征 . 

一 共有 多 少 不 同 的 运动 类 型 呢 ? 线段 [—1,1] 的 最 左 端 是 满 映 射 的 一 个 不 动 点 ， 
其 符号 序列 是 LS, 而 右 端 点 导致 的 符号 序列 是 RL”. 在 这 两 个 序列 之 间 , 出 现 R 
和 工 的 一 切 组 合 . 不 妨 把 工 看 成 0, R 看 成 1, 线段 两 个 端点 导致 的 轨道 对 应 用 二 
进 制 表示 的 两 个 实数 0.000000 --- 和 1.000000---. [0,1] 区 间 上 任何 一 个 实数 表示 
成 二 进 制 , 对 应 满 映射 下 一 种 可 能 的 符号 序列 . 有 多 少 不 同 的 实数 , 就 有 多 少 不 同 
的 符号 序列 . 我 们 知道 , 作为 连续 统 的 [0, 1] KAE, 存在 不 可 数 无 穷 多 个 实数 , 因 
此 满 映射 下 的 轨道 类 型 也 有 不 可 数 无 穷 多 种 . 

在 [0,1] 区 间 的 实数 中 , 还 有 可 数 无 穷 多 个 有 理 数 . 它们 的 二 进 制 表示 是 循环 
小 数 或 有 限 数 . 有 限 数 也 可 以 表示 成 循环 小 数 . 例如 ,1/4 = 0.25 的 二 进 制 表示 可 
以 写成 

0.01 = 0.0011111111111111111111111111111.... 

有 理 数 对 应 周期 或 最 终 成 为 周期 的 符号 序列 . 因此 满 映 射 (6.1) 下 存在 可 数 无 穷 多 
种 周期 或 最 终 成 为 周期 的 轨道 . 不 过 , 这 些 周期 轨道 都 是 不 稳定 的 . 
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把 [0,1] 区 间 里 的 全 部 有 理 数 集中 到 一 起 ， 也 凑 不 出 具有 有 限 长 度 的 线段 : 含 
有 可 数 无 穷 多 个 点 的 集合 , 其 测度 为 0; 整个 线段 几乎 被 不 可 数 无 穷 多 个 无 理 数 充 
满 . 满 映 射 的 绝 大 多 数 初 值 都 导致 非 周期 的 轨道 , 只 有 可 数 无 穷 多 个 初 值 导 致 不 稳 
定 的 周期 轨道 . 这 可 数 无 穷 多 个 初 值 所 组 成 的 集合 的 测度 为 0. 于 是 , 在 线段 中 任 
取 一 点 作 初 值 ， 得 到 非 周期 轨道 的 概率 为 1， 而 得 到 周期 轨道 的 概率 为 0. 即使 我 
们 精确 地 把 初 值 取 在 一 个 周期 点 上 ， 售 入 误差 也 使 这 条 轨道 或 迟 或 早 地 落 入 非 周 
期 制度 . 因此 , 满 映射 的 典型 轨道 都 是 非 周期 的 . 

对 于 满 映 射 (6.1) 的 一 条 典型 的 非 周期 轨道 ， 自 然 提出 一 个 轨道 点 {zi}2o 的 
分 布 问题 . 假定 我 们 求 出 了 一 大 批 轨 道 点 , 这 些 点 是 如 何 分 布 在 [71,1] 线段 上 的 ? 
能 否 计算 出 这 个 分 布 的 密度 函数 p(z)? 这 个 分 布 应 当 是 “不 变 ” 的 , 即 在 映射 作用 
下 保持 不 变 . 
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这 个 问题 的 肯定 答案 早 在 1947 年 就 由 乌 勒 姆 (S. M. Ulam) RITE BE SE (J. von 
Neumann) 给 出 [51. 原来 , p(z) 的 封闭 表达 式 是 
1 


p(z) = ics" (6.2) 
这 个 公式 的 推导 颇 富 教 益 , 我 们 现在 就 一 步 步 地 来 做 . 
首先 , 考虑 一 个 人 字 映 射 的 满 映射 情况 (图 6.4): 
|. | 36,, 0 < 6, < 1/2; 
0541 = T(04) = | 30-8, SREL (6.3) 


它 定义 在 [0,1] 线段 上 ,因此 与 (1.21) 式 稍 有 不 同 . 在 线段 中 任 取 一 个 小 区 间 A0, 
设 小 区 间 中 点 0 处 的 密度 函数 是 p(9)， 则 小 区 间 里 的 总 点 数 为 o(0) AO. 在 满 映 射 
(6.3) FHF, 这些 点 全 部 映射 到 纵 轴 方向 上 , 一 个 也 不 会 丢失 . 但 是 , 区 间 Ab 在 
映射 作用 下 被 拉 长 了 两 倍 , 因此 点 的 密度 降 为 原来 的 一 半 . 可 是 ， 从 人 字 映 射 的 另 
一 半 , 还 有 同样 的 区 间 和 点 被 映射 过 来 , 使 得 点 的 总 密度 保持 不 变 . 这 样 的 讨论 适 
用 于 任何 一 个 9 值 附近 , 因而 p(9) 只 能 是 一 个 常数 . 从 归 一 条 件 知道 


p(80)—1,  0€(0,1). (6.4) 
1 
T(0) 
0 0.5 0 1 
图 6.4 AFRI 
其 次 , 满 人 字 映 射 (6.3) 同 满 抛物 线 映 射 (6.1) 有 密切 关系 . 在 满 抛物 线 映 射 函 
数 
&! = f(x) = 1 — 2r? 
m, 
x = h(0) = — cos(x0), (6.5) 
得 到 


z’ = 1 — 2cos^ (n0) = — cos(2n0) = h(20). (6.6) 
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用 逆 函 数 h 作用 于 (6.6) 式 两 端 ,并 注意 (6.5) 式 , 有 
h`} o f o h(0) = h-' oh(20). 

但 是 上 式 右边 的 h-! on 不 能 简单 地 写成 1, 这 是 因为 (6.5) 式 的 逆 为 

=r tije L arccos(z), 6 € (0,1). (6.7) 
在 同一 个 g e (0,1) 区 间 上 , 函数 n(0) 的 逆 是 单 值 的 , 见 图 6.5, 而 函数 (20) 的 逆 
"PS, 见 图 6.6. 因此 , 取道 时 必须 仔细 注意 反 余弦 函数 的 主 值 定义 . 我 们 有 

h`! o h(0) =9, 
但 是 ， 
h`} o h(20) = T(6), 
这 里 T(0) 就 是 (6.3) 式 所 定义 的 人 字 映 射 . 于 是 我 们 有 
T(0) =h-!o f o h(0), 


或 等 价 的 关系 
f(z) -heToh-'(z). (6.8) 


图 6.5 在 (0, 1) 区 间 上 函数 (0) 的 逆 是 单 值 的 


h(20) 
a i 


图 6.6 在 (0, 1) 区 间 上 函数 h(20) 的 逆 是 双 值 的 


我 们 在 81.4 中 已 经 讲 过 , 这 样 由 连续 可 逆 的 函数 h 相 联 系 的 两 个 映射 T0) 和 
f(z) 是 拓扑 共 轿 的 . 拓扑 共 轿 映射 在 实现 拉 伸 、 折 又 等 基本 操作 上 作用 相同 , 它们 
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的 数值 差别 是 次 要 的 . 例如 ,容易 看 出 来 ， f(z) 的 周期 轨道 , 经 过 共 辆 变换 后 就 是 
T(0) 的 周期 轨道 . 
拓扑 共 思 映 射 的 轨道 点 密度 分 布 也 有 密切 关系 . 写 下 “点 数 守恒 ”条 件 


pr(0)d0 = pf(z)dz. (6.9) 

这 里 , 我 们 为 密度 分 布 加 了 与 映射 函数 名 字 一 致 的 下 标 ,以 资 区 分 . 由 此 直接 得 到 
-1 

pr(2) = pria) F]. (6.10) 


由 于 点 数 密度 总 是 正 数 ， 上 式 中 取 了 绝对 值 . 这 就 是 由 pr(9) 计算 prle) 的 公式 . 
在 我 们 的 具体 情况 下 , pr(9) = 1 而 h-' (c) 由 (6.7) 式 给 出 . 计算 结果 就 是 (6.2) X 
给 出 的 密度 分 布 . 我 们 把 它 的 形状 绘 在 图 6.7 中 . 图 中 的 直方 表示 是 用 20000 个 轨 
道 点 统计 出 来 的 实际 分 布 . 


—1 z 1 


图 6.7 ” 满 抛物 线 映 射 轨道 点 的 密度 分 布 pe) 


密度 分 布 p(z) 的 (6.2) 式 又 称 为 切 比 雪夫 分 布 , 因为 它 就 是 在 (-1,1) 区 间 上 
定义 切 比 雪夫 正 交 多 项 式 时 所 用 的 权重 函数 . 事实 上 , 切 比 雪夫 多 项 式 为 一 批 分 段 
线性 的 映射 提供 拓扑 共 斩 变 换 . 参量 /= 2 的 抛物 线 满 映射 只 是 这 批 共 辆 关系 中 的 
最 简单 情形 . 

密度 分 布 (6.2) 在 区 间 两 端 具有 奇异 性 . 它 与 我 们 讨论 分 个 图 中 暗 线 (82.4) 时 
所 过 到 的 奇异 性 是 一 回 事 . 密度 分 布 或 “测度 ”中 的 奇异 性 , 在 对 分 形 对 象 进行 热 
力学 描述 时 有 所 反映 , VE D 87.5. 

只 有 像 抛物 线 映 射 这 样 简单 的 情形 , 才能 解析 地 求 得 密度 分 布 p(z). 一 般 情 形 
下 ,可 以 用 数值 方法 求解 皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 (Perron-Frobenious) 方程 来 得 到 p(x). 
由 于 这 个 方程 对 于 混沌 动力 学 的 重要 性 , 我 们 把 它 从 头 推导 出 来 . 

皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 方程 的 基础 , 还 是 前 面 引 用 过 的 “点 数 守 恒 ”. 考虑 图 6.8 所 
示 的 映射 . 点 y 有 两 个 逆 像 z; 和 zz， 即 
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y = f(z1) = f(z2). 
在 zi r2 和 y 附近 分 别 取 小 区 间 A A 和 A. 设 小 区 间 中 点 处 的 密度 分 布 分 别 
为 p(zi)，p(z2) 和 ply). 在 映射 下 点 数 守 恒 , 就 是 要 求 


p(y)A = p(z1) Ai + p(z2) Aa. 
当 小 区 间 很 窄 时 ,A 与 4A; A. 的 关系 由 相应 点 的 导数 决定 : 


A 
A; = ———, | 1,2. 
Fea m= 


于 是 ， 
_ p(z) p(z2) 

pl) = TZ e 

在 一 般 情形 下 ，/f(z) 可 能 有 许多 峰 和 谷 ， 因 此 y 点 可 能 有 许多 逆 像 n= [7 (9). 

这 时 ， 上 面 的 式 子 推广 为 


m= Y; e» (611) 


Ti 
€ 


图 6.8 ”点 y BUE 
对 于 满 抛物 线 映射 (6.1), 我 们 有 
|F (£) -4lz, z= +vy(1 一切 /2， 
皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 方程 具体 化 为 


Pa) = re (van). 
不 难 验证 ， 密度 分 布 (6.2) 果然 是 它 的 解 
用 数值 方法 求解 皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 方程 时 ,可 以 把 它 写成 迭代 形式 
pn-i(2i) 
Fe) 


pn(Z) = (6.12) 


zi—f-!(y) 
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取 某 种 合理 的 初始 分 布 , 例如 po(z) 等 于 常数 , 经 过 若干 次 迭代 , 即 可 收敛 到 不 变 
的 密度 分 布 . 
我 们 在 58.3 中 讨论 逃逸 速率 时 ,还 要 回 到 皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 方程 . 


86.3 同 宿 轨道 
取 中 点 x= 0 作 初 值 时 , 满 映射 (6.1) 经 过 两 步 迭 代 就 进入 最 左边 的 不 动 点 : 


0,1, 1 L=, l; 1, l; ss 


换 成 符号 序列 是 CRL”. 我 们 在 $2.6 中 已 经 讲 过 ， 从 f (0) 开始 的 符号 序列 起 着 
十 分 重要 的 作用 , 特 称 为 揉 序列 . 满 映 射 的 揉 序列 是 


K = f(C) = RL®. (6.13) 


我 们 现在 说 明 , 揉 序列 RL* 代表 的 是 一 条 同 宿 轨 道 . 

同 宿 轨道 和 腊 宿 轨道 ， 是 非 线性 动力 学 中 的 核心 概念 . 特别 是 与 它们 密切 
相关 的 同 宿 相交 和 异 宿 相 交 ， 乃 是 混沌 运动 的 组 织 中 心 . 法 国 数学 家 庞 加 莱 (H. 
Poincaré) 早 在 19 世纪 90 年 代 就 在 天 体力 学 中 引入 了 这 些 概 念 . 在 高 维 动力 系统 
的 相 空 间 及 其 截面 中 , 这 些 概念 比较 直观 . 它们 构成 研究 非 线 性 动力 学 的 几何 方法 
的 基础 . 希望 更 多 学 习 的 读者 , 可 以 参看 [62]. 我 们 在 这 里 用 平面 中 的 微分 方程 组 
做 引子 , 介绍 一 点 同 宿 轨道 的 基本 概念 , 为 讨论 抛物 线 映射 中 的 同 宿 轨道 做 一 点 准 
备 . 


一 般 说 来 , 平面 微分 方程 组 


dz 
a = g(z, y), 
(6.14) 
Y e h(rsy) 
dt jj 


的 解 是 通过 平面 中 各 点 的 积分 曲线 族 . 然而 ， 有些 孤立 的 点 可 以 成 为 特殊 解 , 它们 
使 得 
g(z, y) = 0, 
h(z,y) —0 
永远 成 立 . 这 些 点 是 微分 方程 组 (6.14) 的 不 动 点 . 同 我 们 在 $2.2 对 一 维 映射 不 动 
点 的 线性 稳定 性 分 析 相 像 , 在 微分 方程 的 不 动 点 附近 也 可 以 做 小 扰动 , 看 扰动 后 的 
轨道 是 偏离 还 是 返回 不 动 点 , 据 此 来 判断 不 动 点 的 稳定 性 . 
事实 上 , 不 动 点 可 以 是 某 些 特殊 轨道 的 极限 . 沿 一 条 这 样 的 轨道 靠近 不 动 点 时 
会 越 走 越 慢 , 最 终 要 用 无 穷 长 的 时 间 才 能 进入 不 动 点 . 相反 , 沿 着 另外 某 个 方向 可 
以 无 穷 慢 的 速度 离开 不 动 点 . 如 果 有 一 条 轨道 从 不 稳定 的 不 动 点 p 出 发 , 经 过 无 
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穷 长 的 时 间 又 回 到 p ( 见 图 6.9), 这 样 , 轨道 上 的 任何 一 点 在 t 一 + M t— 一 co 
这 两 个 极限 都 达到 不 动 点 p 这 个 共同 的 归宿 , 这 是 一 条 同 宿 轨道 . 

在 简单 的 保守 的 动力 学 系统 中 , 同 宿 轨道 通常 是 相 空 
间 中 不 同 运动 制度 的 分 界线 . 例如 , 一 支 摆 可 以 绕 固定 点 
顺 时 针 、 逆 时 针 旋 转 , 或 者 往复 振动 . 这 三 种 运动 制度 在 p 
相 平 面 中 被 分 界线 隔 开 . 摆 有 两 个 不 动 点 , 即 稳定 的 静止 
点 和 相当 于 摆 身 倒立 的 不 稳定 的 静止 点 ， 后 者 正好 位 于 meo 同 宿 轨道 示意 
分 界线 上 , 相当 于 无 穷 长 周期 的 振动 或 转动 . 任意 小 扰动 
可 以 使 摆 偏 离 不 稳定 静止 点 , 以 无 穷 慢 的 速度 离开 平衡 , 然后 再 用 无 穷 长 的 时 间 回 

把 方程 组 (6.13) Æ p 点 附近 线性 化 , 得 到 一 个 本 征 值 问题 . 它 的 本 征 矢 决 定 平 
面 中 的 两 个 方向 , 即 稳定 方向 和 不 稳定 方向 . 而 其 本 征 值 决定 沿 相应 方向 离开 或 回 
归 的 速率 , 或 者 说 p 点 吸引 或 排斥 运动 轨道 的 程度 . 

一 维 映射 的 相 空间 压缩 成 了 一 段 直 线 ， 因 此 上 面 叙述 的 图 像 反 而 不 那么 清晰 
T. 这 就 是 为 什么 直到 1978 年 数学 家 们 才 说 清楚 一 维 映 射 的 同 宿 轨道 究竟 是 怎么 
回 事 . 这 主要 是 布 洛克 (L. Block)l63 和 米 则 列 维 奇 (M. Misiurewiez)l64 的 贡献 . 后 
来 , 狄 万 内 (R. L. Devaney) 的 书 [26] 中 有 更 详细 的 讨论 加 . 一 旦 点 破 , 事情 原来 很 
简单 . 

让 我 们 考察 图 6.10. 在 本 节 开 始 处 已 经 提 到 ， 由 临界 点 C 出 发 的 轨道 ， 两 步 
迭代 后 就 进入 线段 左 端的 不 稳定 不 动 点 Lo. 如 果 由 C 倒 着 走 , 逆 像 f-1(C) 有 两 
个 点 ， 广 2(C) 有 四 个 点 ， 等 等 . 从 这 些 逆 像 点 中 总 可 以 选 出 最 终 经 无 穷 多 步 迭 代 
回 到 Lee 的 逆 轨 道 . 图 6.10 中 用 长 短 虚线 表示 出 两 条 这 样 的 轨道 . 换言之 ，C 点 


| ASZ 


= 
=ł1 C 1 


图 6.10 ” 满 映射 的 同 宿 轨道 


CD 狄 万 内 把 本 节 讨 论 的 情形 称 为 临界 同 宿 轨道 ,他 的 同 宿 轨道 发 生 在 u> 2 的 发 散 映射 中 . 
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及 其 逆 像 , 向 前 有 限 步 或 向 后 无 穷 步 , 都 达到 不 稳定 不 动 点 L%， 因 此 这 些 点 就 处 
在 同 宿 轨 道上 . 

其 实 , 揉 序列 RLO 形象 地 说 明了 主要 关系 : Loo 代表 作为 最 终归 宿 的 不 稳定 
不 动 点 , 而 R 代表 由 C 进入 这 个 不 动 点 的 有 限 过 程 . 我 们 在 96.5 中 讨论 “ 粗 粒 混 
沌 ”的 普遍 情形 后 , 这 种 关系 就 更 清楚 了 . 


86.4 ”混沌 豚 引 子 的 激 变 


我 们 在 $2.3 中 结合 周期 3 窗口 附近 分 兮 图 的 细部 (图 2.6)， 提 到 了 混沌 吸引 
子 的 激 变 . 现在 更 仔细 地 看 一 看 激 变 是 怎么 回 事 . 

我 们 已 经 知道 , 在 一 维 映射 的 相 空 间 , 即 线段 里 最 多 可 能 存在 n+ 十 2 个 稳定 
的 周期 轨道 ， 其 中 on 是 映射 所 包含 的 临界 点 数目 ( 辛 格 尔 定理 ). 临界 点 也 可 能 被 
吸引 到 混沌 轨道 上 . 混沌 轨道 只 要 存在 , 就 有 无 穷 多 条 . 它们 的 长 期 行为 勾画 出 边 
界 明确 的 混沌 吸引 子 . 对 于 一 维 映射 , 这 些 边界 就 是 由 暗 线 方程 决定 的 点 . 混沌 吸 
引子 可 能 分 成 几 个 片段 , 形成 多 带 的 吸引 子 . 此 外 , 相 空 间 里 面 还 有 许 许多 多 不 稳 
定 的 周期 轨道 . 参量 连续 变化 时 , 这 些 稳定 和 不 稳定 的 对 象 的 位 置 和 大 小 都 慢 慢 地 
发 生变 化 . 在 某 个 特定 的 参量 值 处 ,混沌 吸引 子 与 一 条 不 稳定 周期 轨道 相 碰 , 吸引 
子 的 尺寸 和 形状 发 生 激烈 变化 . 这 就 是 约克 等 人 [65 在 1982 年 首先 解释 和 命名 的 
激 变 (crisis) 现象 . 

发 生 激 变 的 映射 的 参量 值 或 者 揉 序列 ， 可 以 借助 82.6 中 介绍 的 符号 动力 学 概 
念 ， 由 下 面 的 对 比 来 推断 : 

(1) 周期 1 窗口 (L,C, R) 相应 的 1 带 混沌 区 在 RZ 处 结束 ; 

(2) 周期 2 窗口 (RR, RC, RL)， 相 应 的 2 带 混沌 区 在 RL(RR)* 处 合并 为 1 
带 区 ; 

(3) 周期 4 窗口 (RLRL, RLRC, RLRR). 相应 的 4 带 混沌 区 在 RLRR(RL)” 
处 合并 为 2 带 区 . 

一 般 情形 下 ,周期 窗口 

[2C)-,2C, (ZC).], 
相应 的 多 带 混沌 区 在 揉 序列 
(C), (XC)? 

处 结束 . 

在 /= 1.75 处 诞生 的 周期 3 窗口 ,其 符号 序列 是 (RLR, RLO, RLL), 相应 的 
3 带 混沌 区 在 揉 序列 为 RLL(RLR)* 的 映射 处 结束 ， 回 到 1 带 混沌 区 . 这 就 是 发 
生 激 变 的 地 方 . 知道 了 抒 序 列 ， 很 容易 推广 字 提 升 法 来 精确 计算 出 激 变 的 参量 值 ， 
详 见 86.5. 


86.4 混沌 吸引 子 的 激 变 121 


这 次 激 变 的 实质 在 于 : a = 1.75 处 诞生 的 稳定 周期 3 轨道 经 历 倍 周 期 分 侈 过 
程 , 发 展 成 3 x 2" 带 到 3 x 2"-:! 带 的 混沌 带 合并 序列 . 当 它 最 终 合 并 成 3 带 混沌 
区 后 ， 尺 寸 也 逐渐 变 大 ， 以 致 同 j = 1.75 处 诞生 的 不 稳定 周期 轨道 相 碰 . 这 种 碰 
撞 发 生 在 1 带 混沌 区 的 内 部 , 故 又 称 为 内 部 激 变 . 激 变 后 3 带 虽 然 合并 为 1 带 , 但 
轨道 点 的 密度 分 布 仍然 集中 在 原来 的 3 带 区 域 . 这 在 图 2.6 中 看 得 很 清楚 . 混沌 轨 
道 总 是 以 大 部 分 时 间 在 原来 的 3 带 区 中 跳跃 , 只 是 偶尔 到 更 大 的 范围 里 运行 一 段 ， 
又 回 到 原来 的 3 带 区 中 . 这 就 形成 了 “ 激 变 诱 导 的 阵 发 混沌 ”[661. 

如 果 系 统 处 于 外 噪声 影响 下 , 则 即使 未 达到 激 变 参量 值 , 也 会 因为 噪声 而 被 偶 
然 抛 到 激 变 后 的 状态 ,在 更 大 的 范围 里 游历 一 番 . 这 是 “噪声 诱发 的 激 变 ”[67]. 上 
述 两 类 与 激 变 伴生 的 现象 , 都 具有 某 些 标 度 性 质 . 我 们 不 再 详 述 已 经 进行 过 的 理论 
分 析 和 试验 研究 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [66— 68]. 

其 实 , 满 映 射 RL> 也 处 于 激 变 点 上 . 我 们 在 $2.3 中 计算 抛物 线 映 射 的 不 动 点 
时 , 曾经 指出 它 还 有 一 个 在 整个 参量 区 间 上 都 不 稳定 的 不 动 点 , 即 (2.17) 式 给 出 的 

e a A 
2u ` 
只 要 y < 2, 它 就 落 在 动力 学 不 变 区 间 [1 — 5,1] 之 外 . 234 u= 2 时 , 2* = —1, 它 
与 充满 整个 区 间 [-1,1] 的 吸引 子 在 边界 点 —1 相 碰 引起 激 变 ,因此 又 称 为 边界 激 
W65, 这 是 一 次 后 果 严 重 的 激 变 , 因为 抛物 线 映射 的 混沌 吸引 子 到 此 结束 . SE u 
超过 2 之 后 , 抛物 线 映 射 改变 性 质 , 成 为 不 能 把 线段 映射 回 自身 的 发 散 映 射 . 线段 
[-1,1] 中 的 绝 大 多 数 点 最 终 都 走 上 离开 这 一 线段 的 轨道 . 我 们 将 在 $8.3 中 讨论 逃 
逸 问题 时 ， 再 回来 研究 /人 > 2 的 发 散 映射 . 

混沌 吸引 子 的 激 变 是 一 类 普遍 现象 . 在 高 维系 统 中 , 相 空间 里 存在 着 更 多 种 类 
的 稳定 和 不 稳定 的 对 象 , 激 变 的 形式 也 更 加 多 样 化 . 对 于 内 部 激 变 和 边界 激 变 的 分 
Jr. 也 要 更 细致 地 考虑 不 稳定 周期 或 不 稳定 不 动 点 的 稳定 流 型 和 不 稳定 流 型 (它们 
是 由 86.3 中 曾经 简单 提 到 的 稳定 方向 和 不 稳定 方向 发 展 出 来 的 ) 的 互相 关系 . 例 
如 , 只 要 混沌 吸引 子 与 不 稳定 不 动 点 的 稳定 流 型 , 而 不 必 与 不 稳定 点 本 身 相 碰 , UR 
引子 中 的 点 就 会 沿 上 述 稳定 流 型 运动 到 更 大 的 范围 , 造成 激 变 . 

我 们 在 86.1~86.4 中 讨论 了 满 映 射 的 混沌 性 质 ,现在 做 一 个 总 结 . 以 RL” 为 
揉 序列 的 映射 具有 以 下 性 质 : 

(1) 它 是 一 个 满 映 射 . 

(2) Æ Zse 和 RL^ 之 间 的 所 有 不 以 RL” 结尾 的 序列 , 均 与 区 间 上 的 点 对 应 . 
每 改变 一 个 初 值 ,就 得 到 一 个 不 同 的 符号 序列 . 符号 序列 的 数目 同 [0,1] 区 间 上 的 
实数 一 样 多 . 这 就 是 对 初 值 的 敏感 依赖 性 . 

(3) RL” 本 身 表明 存在 着 同 宿 轨道 . 

(4) 它 是 混沌 吸引 子 的 激 变 点 , 实际 上 混沌 吸引 子 在 u 超过 2 后 不 复 存 在 . 
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(5) 它 是 混沌 带 的 结束 点 , 也 可 以 看 做 是 从 1 带 到 0 带 的 “合并 ”点 . 
(6) 几乎 每 个 初 值 所 导致 的 轨道 点 {zi}|%o， 都 满足 连续 分 布 p(7x). 
(7) 它 是 所 有 n > 2 的 暗 线 方程 Palu) 的 交点 . 事实 上 , 除了 P902) 2C (2) = 
1 以 外 ， 所 有 其 他 Pa(2) = 一 1. 
下 面 我 们 就 比照 这 些 性 质 , 引入 粗 粒 混沌 概念 , 从 而 说 明 一 大 类 映射 的 混沌 性 
质 . 
$6.5 1H hr iR 
现在 回 到 $2.6 中 对 周期 窗口 的 符号 描述 . 我 们 知道 , 对 周期 1 窗口 , 即 不 动 点 
(L,C, R) 
不 断 做 符号 代 换 
L- RR, 
C 一 RC, (6.15) 
Ro RL, 
就 可 以 得 到 所 有 2" 倍 周期 窗口 的 揉 序列 以 倍 周期 分 岔 序列 的 极限 点 wee 为 界 ， 
分 贫 图 的 一 边 是 2" 片 混沌 带 的 合并 序列 ， 其 最 右面 的 混沌 带 结束 点 对 应 揉 序列 
RL®. 把 代 换 (6.15) 作用 到 RL^ 上 , 得 到 RPR ， 再 对 此 结果 作 代 换 (6.15)， 如 
此 继续 下 去 , 得 到 无 穷 序 列 


RLR^?, RLRR(RL)*, RLRRRLRL(RLRR)®”, ... (6.16) 


不 难 验证 ， 这 些 序列 都 满足 移 位 最 大 要 求 ， 因 而 都 可 能 在 某 个 参量 值 下 成 为 揉 序 
列 . 这 些 序列 都 具有 pM” 的 形式 , 其 中 p 和 和 是 由 RR 和 工 组 成 的 有 限 长 的 符号 
m. 
我 们 现在 推 而 广 之 , 提出 一 个 更 普遍 的 问题 : 能 否 对 RLO 实行 一 般 的 代 换 
R= p, 
LA, 


使 得 pA 仍 为 移 位 最 大 序列 . 显然 , p 和 和 必须 满足 一 定 的 条 件 , 例如 保持 R 和 
L 的 排序 和 奇偶 性 . 郑 伟 谋 找到 了 p A 应 当 满 足 的 充分 条 件 , 使 代 换 (6.17) 成 为 
广义 合成 法 则 0sl ， 即 从 较 短 的 允许 字 得 到 更 长 的 允许 字 的 普遍 方法 . 事实 上 , 82.6 
中 提 到 的 * 合成 法 则 (2.47) 式 是 广义 合成 法 则 的 一 个 特例 ， 即 从 同一 个 周期 窗口 
中 选取 p 和 A, 


(6.17) 


p= (ZC)+， 


入 一 (EC). is 
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我 们 不 去 介绍 广义 合成 法 则 的 证 明和 大 量 应 用 , 只 研究 一 个 问题 , 即 揉 序列 为 
PA” 的 映射 , 具有 什么 性 质 . 

首先 , 可 以 推广 我 们 在 82.5 中 引进 的 字 提 升 法 , 来 计算 揉 序列 pA” 所 对 应 的 
参量 值 . 这 个 序列 表明 , 由 C 出 发 时 得 到 的 符号 序列 是 


C = CpAAAA.…. (6.19) 
根据 我 们 对 符号 序列 的 命名 约定 (2.30)， 上 式 左边 的 C 是 临界 点 的 数值 . 以 映射 函 

数 f(z) 作用 到 (6.19) 式 两 边 , 并 把 右 端 理解 为 复合 逆 函 数 的 藤 套 关系 ,得 到 
f(C) 2p9Ao0Ao0A0oAo--.. (6.20) 
我 们 不 知道 无 穷 多 个 和 PRODUCES IRA, 可 以 先 用 一 个 未 知 数 v 来 代表 它 : 

7 一 XoAoAoAo.…. 
不 过 , 无 穷 多 次 舱 套 减少 一 次 还 是 无 穷 多 ,于 是 

v = Xv). (6.21) 


加 上 前 面 的 (6.20) 5X 
f(C) = pv), (6.22) 
我 们 就 把 符号 字 pA” “提升” 成 一 对 方程 (6.21) 和 (6.22). 只 要 给 定 映射 f I dE 
函数 , 就 可 以 计算 参量 y 和 未 知 数 v 的 值 . 
现在 采用 抛物 线 映射 的 (1.20) 或 (2.35) R, 及 其 道 函 数 (2.36) 做 两 个 实例 . 第 
一 个 例子 是 (6.16) 中 的 序列 RLR”, 它 提升 为 
f(C) 7 RoL(v), 
v — R(v). 
对 抛物 线 映 射 (2.35), 这 一 对 方程 具体 化 为 
A— v n- vi —v, 
V= yB — v. 
还 是 使 用 我 们 已 经 熟悉 的 技巧 , 把 上 式 改 写成 迭代 关系 
Hn+1 = V Hn + V/Iin — Un; 
Zn 十 1 = VUn — Vn. 
取 任 何 满足 vo < uo 的 合理 初 值 , 例如 uo = 2v = 1.95,， 和 迭代 过 程 很 快 收敛 到 


H = 1.54368901 ---, v = 0.83928675.... (6.23) 
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这 里 u MERFI) RLR” 对 应 的 参量 值 , v 的 意义 在 下 面 再 讲 . 表 2.1 第 四 列 所 
给 出 的 带 合并 点 数值 ,都 是 这 样 计算 出 来 的 . 

第 二 个 例子 是 86.4 讲 到 的 周期 3 窗口 后 面 3 带 并 为 1 带 的 激 变 点 . 它 的 揉 序 
列 RLL(RLR)* 提升 为 


y — RoLo L(v), 
v=Ro Lo R(v). 
变 成 迭代 关系 后 得 到 
u = 1.79032749...， wv = 1.74549283.-.. (6.24) 


我 们 在 86.4 末尾 概括 了 以 RLY 为 揉 序列 的 满 映 射 的 7 条 性 质 . 这 些 性 质 都 
可 以 移植 到 以 pA 为 揉 序列 的 映射 ， 从 而 成 为 一 大 类 混沌 映射 的 共同 性 质 . 形象 
地 说 , 在 pA” 代表 的 映射 中 ,如 果 把 观察 的 分 辩 率 放 粗 ， 把 一 串 符号 p 看 成 一 个 
字母 及 ， 把 另 一 串 符号 入 看 成 一 个 字母 L, MEIK RL 映射 中 的 行为 对 
应 . 这 就 是 我 们 说 的 粗 粒 混 沌 . 具体 地 说 ,86.4 末尾 列举 的 7 条 性 质 可 以 逐条 加 以 
分 析 . 对 于 一 般 的 p 和 和 , 或 是 来 自 * 乘积 的 p 和 A. 或 是 只 有 最 后 一 个 字母 不 同 
的 p 和 和, 下 面 各 条 不 尽 成 立 . 我 们 不 在 这 本 书 里 讨论 这 些 细节 ， 而 只 叙述 大 意 . 

第 一 , 揉 序列 RL 对 应 满 映 射 . 所 有 其 他 的 形 如 po 的 揉 序列 除了 RL® 以 
外 ， 都 不 可 能 对 应 满 映射 . 然而 , 它们 给 出 线段 中 某 些 区 间 的 局 部 满 映 射 . 以 2 带 
到 1 带 混沌 区 的 合并 点 为 例 ， 做 字 提 升 时 可 以 把 揉 序列 写成 RLR”, 而 与 (6.17) 
式 准确 对 应 的 写法 是 RL(RR)®. 这 时 入 = RR 由 2 个 字母 组 成 . 我 们 在 (6.23) 式 
HS u 值 处 画 出 fO (a) 的 曲线 ， 见 图 6.11(a). 图 中 右上 角 


z = y = 0.5437 


以 上 的 小 方 框 中 ， 有 一 个 局 部 满 映 射 . 我 们 把 这 个 小 方 框 放 大 , 画 在 图 6.11(b) P. 
它 同 图 6.1 所 示 的 满 映 射 很 像 ， 只 是 左右 不 完全 对 称 . 请 注意 , 它 是 JO) 而 不 是 f 
的 局 部 满 映 射 . 此 外 , 还 有 数值 上 的 细节 需要 说 明 . 


T N. ENS 
f? (z) 7 f(x) 
0 


d 0.5437 
—1 0 z 1 0.5437 r 1 
(a) (b) 
图 6.11 RL(RR)” 对 应 的 局 部 满 映 射 
(a) 右上 和 角 方 框 内 有 一 个 局 部 满 映射 ; (b) 方 框 的 放大 图 
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如 果 我 们 采用 抛物 线 映 射 的 (1.20) 或 (2.35) R, 求 出 u M v 的 数值 如 (6.23); 
则 它们 恰好 给 出 局 部 满 映射 在 z 轴 上 的 位 置 . 不 过 图 6.11 是 用 抛物 线 映 射 的 另 一 
种 形式 (1.19) 画 出 来 的 , 这 时 z 已 经 变 成 z/n, 因而 [v,u] 区 闻 也 变 成 [v/1, 1] 区 
间 . 只 有 对 于 RLR” 揉 序列 , 由 第 二 个 提升 方程 有 wv/ = 1 一 1, 才 使 得 局 部 满 映 
射 方 框 的 起 点 的 数值 等 于 参量 的 小 数 部 分 . 

图 6.12(a) 给 出 RLL(RLR)?? 对 应 的 fO? (a) 曲线 . 它 沿 对 角 线 有 三 个 局 部 满 
映射 , 其 最 右上 方 的 那个 很 难 靠 肉 眼 识别 . 我 们 把 这 个 小 方 框 放 大 后 画 成 图 6.12(b). 
方 框 的 起 点 z = 0.9749, 就 是 按 (6.24) 式 算 得 的 v/u 的 值 . 

在 一 般 情形 下 ,对 于 p 和 ~ 代表 的 映射 ,应 在 相应 的 参量 处 画 出 AI^)(z) 的 曲 
线 . 这 里 | 和 | 是 符号 串 入 所 包含 的 字母 个 数 , 我 们 在 $4.5 中 已 经 使 用 过 这 种 记号 . 
这 时 , 局 部 满 映 射 的 范围 在 [v, u] 区 间 上 (对 于 抛物 线 映 射 (1.20)), 或 在 [v/ p, 1] 区 
间 上 (对 于 抛物 线 映 射 (1.19)). 事实 上 , 如果 对 此 区 间 的 两 个 端点 做 映射 , 还 可 以 
得 出 | 和 | — 1 个 局 部 满 映 射 , 其 中 有 些 由 向 下 的 谷 而 不 是 向 上 的 峰 给 出 . 图 6.11 中 
就 有 一 个 向 下 的 局 部 满 映 射 . 图 6.12 中 另外 两 处 向 下 的 局 部 满 映射 已 经 用 方 框 标 
出 ， 清 楚 易 见 . 

第 二 ， 由 提升 方程 (6.21) 和 (6.22) 看 出 , 区间 [v, n] (EK. [wv/n,1], 我 们 以 后 省 
略 这 一 附 笔 ) 的 两 端 对 应 符号 序列 pse 和 p 和 ”x. 在 满 映 射 (6.1) 中 出 现 的 任何 介 于 
L* 和 RL™ 之 间 的 符号 序列 , 经 过 符号 代 换 (6.17) 就 得 出 一 条 对 于 pA 映射 允 
许 的 符号 序列 . 这 些 符号 序列 的 数目 同 [0,1] 区 间 上 的 实数 一 样 多 . 在 [v,u] 区间 
上 任意 变换 一 个 初 值 ， 就 导致 一 个 不 同 的 符号 序列 . 这 就 是 pA™ 映射 对 初 值 细微 
变化 的 敏感 依赖 性 . 如 前 所 述 , 一 共有 | 和 | 个 这 样 的 小 区 间 , 其 中 每 一 个 区 间 上 都 
有 对 应 全 部 从 L” 到 RLO 的 无 穷 多 种 符号 序列 . 这 些 序列 同 [v.u] 区 间 上 的 相应 
序列 最 多 差 A — 1 次 移 位 . 这 种 局 部 同 全 体 的 一 一 对 应 关系 只 可 能 出 现在 不 可 数 
的 无 穷 集合 (如 实数 轴 ) 上 


1 if 
fO) NT f (z) A 


0.9749 
=l 0 x 1 0.9749 $ 1 


(a) (b) 
6.12 RLL(RLR)? 对 应 的 局 部 满 映射 
(a) 沿 对 角 线 有 三 个 局 部 满 映射 ，(b) 最 右上 角 方 框 的 放大 图 


第 三 , 抒 序 列 poo 表明 存在 着 同 宿 轨道 . RAHE u= 1.5427 即 对 应 RLR™ 的 
抛物 线 画 在 图 6.13 中 . 图 中 由 C 出 发 的 轨道 , 经 过 由 RL 代表 的 两 步 迭 代 后 , E 


e 
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进入 不 稳定 的 不 动 点 R. 不 难看 出 , 同 图 6.10 所 描绘 的 情形 相像 ，C 点 和 它 的 逆 


像 构成 一 组 同 宿 轨道 . 
PANNI 


= 让 C 1 


1 


图 6.13 RLR” 对 应 的 同 宿 轨道 
它 向 前 进入 不 稳定 不 动 点 RO? 


一 般 情 形 下 , pA% 中 的 > 代表 不 稳定 周期 点 , 而 p 描述 由 C 进入 这 个 不 稳 
定 周期 点 所 经 历 的 有 限 次 迭代 . C 和 o 中 各 点 及 其 道 像 均 在 以 A” 为 归宿 的 同 宿 
轨道 上 . 

614 给 出 4 带 到 2 带 合 并 点 ， 即 揉 序列 RLRR(RL)* 对 应 的 同 宿 轨道 . 
点 C 及 RLRR 代表 的 各 轨道 点 以 及 它们 的 逆 像 ， 经 过 有 限 次 向 前 迭代 ， 进 入 以 
(RL)* 代表 的 不 稳定 周期 2 轨道 . 图 中 这 条 不 稳定 轨道 用 较 粗 的 线条 标 出 . 


1 


图 6.14 RLRR(RL)? 对 应 的 同 宿 轨道 
它 向 前 进入 由 (RL) 描述 的 不 稳定 周期 2 


第 四 , 对 于 来 自 * 乘积 的 p 和 和, 揉 序列 pA” 也 标明 一 个 混沌 吸引 子 的 激 变 
点 , 而且 aA” 正好 代表 与 混沌 吸引 子 相 碰撞 的 不 稳定 周期 . 对 于 RLR”, 正 是 R” 
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所 代表 的 不 稳定 不 动 点 在 2 带 到 1 带 的 合并 点 穿 过 混沌 吸引 子 ， 形 成 一 次 内 部 激 
变 . 如 果 我 们 在 分 贫 图 2.5 中 用 虚线 标 出 不 稳定 不 动 点 的 走向 , 这 就 会 看 得 很 清楚 
(图 6.15). 


RLL(RLRP R” RLL(RL)* 
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图 6.15 周期 3 窗口 附近 的 P.(u) 曲线 


第 五 , 同样 , poX” 也 代表 混沌 带 的 合并 点 . 我 们 已 经 知道 RZR 是 2 带 到 1 
带 的 合并 点 . 在 RLL(RLR)* 处 3 带 基 本 结束 , 基本 上 回 到 1 带 区 , 然而 轨道 点 
的 密度 分 布 仍然 集中 在 原来 3 带 范围 内 (图 2.6), 直到 RIZR 处 它 才 完全 融入 1 
WX, 不 再 显露 周期 3 的 痕迹 . 

第 六 , 在 以 px 为 抒 序 列 的 映射 中 ,除去 测度 为 零 的 导致 不 稳定 周期 的 初 什 
外 , 几乎 从 所 有 初 值 发 展 出 来 的 轨道 点 集合 (m;) [8o 都 满足 密度 分 布 p(x). 这 一 密 
度 分 布 可 能 分 成 多 片 , 每 一 片 具 有 与 图 6.7 相似 的 形状 . 不 过 这 些 p(x) 一 般 不 能 解 
析 地 求 出 来 ,而 必须 用 数值 方法 求解 皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 方程 (6.11) 来 得 到 . 

第 七 ,由 揉 序列 poco 代表 的 映射 , 在 分 舍 图 中 正好 处 于 某 些 瞳 线 Palu) 的 交 
叉 点 上 . 对 于 周期 27 的 带 合 并 序列 ，RLR% 只 有 一 个 合并 点 , 所 有 n> 2 BOREAS 
都 在 此 相交 ， 

P; = P, = P; = 
RLRR(RL)* 有 上 、 下 两 个 合并 点 , 所 有 n > 4 的 暗 线 , 按 n 的 奇偶 分 成 两 组 , 分 


别 在 上 下 两 点 相交 : 
P; = P; = P = 


Ps = Ps = Po =+- 
这 在 暗 线 图 2.9 中 可 以 看 到 . 下 一 个 8 一 4 带 合 并 点 
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RLRRRLRL(RLRR)* 


有 4 个 合并 点 , 所 有 n > 8 的 暗 线 , TR n 被 4 除 的 余数 n(mod 4) 分 成 4 组 , 分 别 
在 4 点 相交 , SES. 

为 了 看 清楚 其 他 暗 线 的 相交 与 相 切 , 我 们 从 图 2.9 中 抽出 从 周期 3 窗口 起 点 
u= 1.75 到 p = 1.86 的 一 段 加 以 放大 ， 示 于 图 6.15 F. 这 张 图 中 除了 Piu) 到 
Polu) 之 外 ,还 用 虚线 标 出 了 不 稳定 不 动 点 R> 的 位 置 ,用 两 条 点 线 标 出 了 不 稳 
定 的 周期 2 轨道 (RL) 的 位 置 . 3 个 混沌 带 结束 的 激 变 点 RLL(RLR)* 也 在 图 中 
标明 了 . 但 3 带 最 终 融 入 1 带 发 生 在 RLLR” 处 , 它 已 经 超过 u= 1.86, 在 图 中 看 
不 到 . 

图 6.15 中 的 Palu) 除了 相交 , 还 有 一 批 相 切 点 . 我 们 已 经 知道 ， P(1) 的 每 一 
组 相 切 点 对 应 一 个 超 稳 定 周期 (82.4). 在 每 个 超 稳 定 参量 附近 , 可 能 存在 着 或 宽 或 
窄 的 一 个 周期 窗口 . an RA RR EDU PERLE EDI, 还 剩 下 些 什么 ? 雅 可 布 
X (M. V. Jakobson) 对 于 包含 抛物 线 的 一 大 类 映射 ， 证 明 [69] 了 剩 下 的 非 周期 行为 
对 应 的 参量 仍 具 有 正 测度 . 库 列 (P. Colet) MRES (J.-P. Eckmann) 证 明 23 ,在 
靠近 满 映 射 的 参量 u= 2 时 , 在 很 小 的 参量 区 间 (2—62) 之 内 ， 设 非 周期 行为 对 
应 的 参量 值 加 到 一 起 等 于 E, 则 五 与 e 的 比值 趋 近 1， 即 


lim — — 1. 
e—0 € 


这 就 是 说 , 在 很 靠近 /= 2 时 , 几乎 百分之百 的 参量 值 都 给 出 非 周期 行为 . 他 们 的 
证 明 应 能 推广 到 所 有 pA” 附近 的 小 参量 区 间 中 . 

不 过 , 上 面 两 项 证 明 中 提 到 的 非 周期 行为 并 不 限于 混沌 ， 而 是 还 包含 了 准 周期 
轨道 . 事实 上 , 在 单 峰 映射 中 存在 着 无 穷 多 种 准 周期 轨道 . 倍 周期 分 岔 序列 和 84.5 
中 讨论 的 ! 倍 周期 序列 的 极限 点 ， 都 是 准 周期 而 非 混沌 . 这 就 提出 一 个 重要 问题 : 
对 应 混沌 行为 的 参量 有 多 少 ? 它们 的 总 合 是 否 在 参量 轴 上 具有 正 测度 ? 

答案 当然 要 依赖 于 混沌 的 定义 . 拓扑 混沌 是 太 弱 的 要 求 , 不 能 保证 现象 的 可 观 
测 性 .映射 具有 正 的 李 雅 普 诺 夫 指数 巴 看 来 是 更 符合 实际 的 要 求 ， 本 迪克 斯 (M. 
Benedicks) 和 卡尔 还 (L. Carleson) uEBHU9) ; 对 于 抛物 线 映 射 ,， 当 参量 小 于 但 靠近 2 
时 ,对 应 正 李 雅 普 诺 夫 指数 的 参量 值 的 总 合 具 有 正 测度 . 这 是 数学 家 们 给 出 的 相当 
强 的 论断 , 虽然 实际 工作 者 们 从 混沌 现象 被 观察 到 这 一 事实 , 并 不 怀疑 它 不 具备 正 
测度 . 

这 些 具有 正 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 混沌 映射 ,是否 被 我 们 在 本 节 描 述 的 pA™ 型 的 
粗 粒 混沌 所 穷尽 ? 如 果 不 是 , 又 该 如 何 刻画 相应 的 混沌 行为 ? 就 笔者 所 知 , 这 是 尚 
未 解决 的 问题 . 


(D 关于 李 雅 普 诺 夫 指 数 和 拓扑 混沌 ,请 参看 本 书 第 7 章 的 一 些 论述 . 
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我 们 在 这 一 章 里 结合 以 抛物 线 为 代表 的 一 维 映射 , 扼要 讨论 吸引 子 , 特别 是 混 
沌 吸引 子 的 刻画 问题 . 一 般 说 来 , 吸引 子 的 刻画 可 在 “宏观 ”和 “微观 ”两 个 层次 
上 进行 . 这 里 “宏观 ”是 指使 用 对 整个 吸引 子 或 对 无 穷 长 的 轨道 平均 后 得 到 的 特征 
量 , 例如 李 雅 普 诺 夫 指数 、 维 数 和 焙 ; 而 “微观 ”层次 是 指 构成 混沌 吸引 子 骨 架 的 
不 稳定 周期 的 数目 、 种 类 和 它们 的 本 征 值 . 自 20 世纪 80 年 代 中 期 以 来 , 这 两 方面 
的 工作 都 形成 了 一 套 理论 框架 和 方法 ， 也 都 发 展 了 从 实验 数据 中 提取 有 关 信 息 的 
BUR. 并 且 两 者 都 在 高 维 情形 下 才 显示 出 威力 . 本 书 不 去 全 面 研究 吸引 子 的 刻画 问 
题 , 而 只 就 简单 一 维 映射 所 包含 的 启示 , 介绍 一 些 基 本 概念 . 不 过 , 我 们 还 是 从 传 
统 的 功率 谱 分 析 说 起 . 


87.1 ”功率 谱 分 析 


我 们 在 $2.1 中 早 就 讲 过 ， 混 沌 动力 学 关心 的 主要 是 运动 轨道 的 回归 行为 . 纯 
随机 的 运动 包含 一 切 可 能 的 频率 成 分 ， 而 一 切 非 随 机 的 运动 都 具有 一 定 的 特征 时 
间 尺 度 或 频率 结构 . 阐明 时 间 信和 号 的 频率 结构 ， 正 是 傅 里 时 分 析 的 用 武之 地 . 计算 
机 上 的 快速 傅 里 叶 算 法 和 实时 频谱 分 析 仪 的 普及 ， 使 功率 谱 分 析 成 为 简便 易 行 的 
事情 . 功率 谱 中 的 宽带 分 布 , 被 作为 可 能 存在 混沌 的 简单 指示 . 然而 , 从 原则 上 讲 ， 
功率 谱 所 提供 的 并 不 是 具有 “不 变性 ”的 特征 量 . 例如 , 把 测量 对 象 从 {zx;} 变换 成 
(22), 功率 谱 中 就 会 出 现 新 的 频率 成 分 . 然而 , 任何 物理 系统 总 有 一 些 自然 的 变量 
集合 可 以 测量 和 分 析 ， 人 们 并 不 需要 随意 地 对 这 些 变量 施行 非 线性 变换 . 特别 是 功 
率 谱 中 的 尖峰 和 宽带 背景 , 作为 区 分 周期 与 噪声 的 简便 手段 , 始终 是 很 有 用 而 并 不 
充分 的 方法 . 因此 , 我 们 还 是 回顾 一 下 功率 谱 分 析 的 基本 概念 , 并 且说 明 一 些 应 当 
注意 的 事项 . 

人 们 从 实际 测量 或 计算 机 实验 得 到 的 , 往往 是 按 等 时 间 间 隔 7 得 到 的 时 间 序 
列 


T1, T2, T3, °, TN. (7.1) 


对 这 个 序列 人 为 地 加 上 周期 边界 条 件 zw+i = cy. Vj. 然后 计算 自 关联 函 数 ， 即 离 
散 卷 积 


N 
1 
Cj = N > TiTitl; 
i=1 
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再 对 cj 作 离 散 傅 里 叶 变 换 , 计算 其 侍 里 叶 系 数 : 


N 2nk; /—1 
一 ; exp | 一 一 |. (7.2) 
Dk 2 ex ( N ) 
pk 代表 第 个 频率 分 量 对 zx; 的 贡献 , 这 就 是 功率 谱 的 本 来 意义 . 1965 4E, 重新 发 
明快 速 傅 里 时 变换 算法 之 后 , 更 有 效 的 计算 功率 谱 的 方法 便 是 不 经 过 自 关 联 函 数 ， 
而 直接 求 xz; WEER: 


ead zik 
=N D gno (=) ; 


N i (7.3) 
1 3 mik 
bk = N > : Ti SIN (5r) ; 
然后 计算 
pk = az 5. (7.4) 


通常 为 许多 组 {zx;} 计算 一 批 {5}, 平均 之 后 就 用 来 逼近 前 面 (7.2) 式 定 义 的 功率 
谱 . 为 了 有 效 地 使 用 快速 傅 里 时 算法 ,时 间 序 列 (7.1) 的 长 度 N 应 取 2 WRR, 如 
N =213 = 8192. 

时 间 序 列 的 频谱 分 析 乃 是 一 种 专门 学 问 ， 特别 是 对 原始 数据 的 滤波 处 理 或 变 
换 结果 的 光滑 化 ,更 是 近乎 艺术 的 技巧 . 在 研究 不 含 噪声 的 动力 学 模型 时 , 通常 不 
必 滤 波 即 可 得 到 很 好 的 结果 . 我 们 请 关心 细节 的 读者 去 参考 专门 著作 , 如 文献 [71]; 
在 此 仅 指出 进行 功率 谱 分 析 时 必须 注意 的 基本 关系 . 

时 间 序 列 (7.1) 自然 地 包含 了 两 个 时 间 常 数 , 即 采样 间隔 + 和 总 采样 时 间 NT. 
这 两 个 时 间 常 数 的 倒数 , 分 别 决定 两 个 特征 频率 


1 
一 — K 
p 27 (7.5) 


和 
ES ER 
fiin = Af = NT . (7.6) 


这 里 fma 是 从 此 种 采样 数据 所 能 观察 到 的 最 高 频率 . 为 了 反映 高 频 成 分 ， 就 必须 
缩短 采样 间隔 . fmin = Af. 是 两 个 相 邻 健 里 叶 系 数 的 频率 差 . 

使 用 离散 采样 永远 不 能 单 值 地 确定 被 研究 的 系统 的 频率 结构 .设想 从 有 限 长 
的 一 段 正弦 函数 采 了 100 个 点 , 总 有 无 穷 多 种 办 法 来 构造 频率 更 高 的 周期 函数 , 使 
之 准确 通过 这 100 个 点 . 这 就 是 说 , 离散 采样 时 总 会 出 现 虚 假 的 高 频 成 分 . 由 于 周 
期 性 的 边界 条 件 , 这 些 虚假 的 高 频 峰 会 “反射 ” 回 (0, fma) 频率 区 间 内 , 造成 所 谓 
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WAMA (aliasing). 混淆 现象 原则 上 不 能 消除 , 只 能 设法 减弱 . 使 其 减弱 的 办 法 是 
S fms 显著 地 超过 系统 的 实际 主 频率 fo. 例如 , 取 


fmax = k fo, (7.7) 


其 路 = 4,5,.…,8, 然后 在 所 得 的 频率 谱 中 只 取 fo 以 下 部 分 . 这 样 做 , 来 自 混淆 
现象 的 假 峰 可 以 有 效 地 降低 甚至 缩小 到 背景 之 下 . 
另 一 方面 , 我 们 知道 分 频 的 出 现 对 于 识别 通 向 混沌 的 道路 有 重要 意义 . 设计 功 
率 谱 的 计算 方案 时 ， 就 必须 要 求 能 分 辨 出 一 定 的 分 频 , 例如 p= 32 的 分 频 . 所 谓 
“分 辨 出 ”， 就 是 要 求 谱 中 相应 的 峰 由 若干 个 点 (例如 s 个 点 ) 构成 , 在 功率 谱 中 形 
成 有 把 握 确 认 的 结构 . 因此 , 我 们 有 
fi 


5A1 = 也 (7.8) 
从 上 面 四 个 简单 算术 关系 中 消去 + 和 fo 得 到 
N = 2ksp. (7.9) 


WR k= 4, s=8, p= 32, 得 N = 2048. 这 就 是 说 ， 要 有 效 地 避免 混淆 现象 并 
同时 分 辨 出 32 分 频 ， 至 少 应 采 2048 个 点 来 做 一 次 傅 里 时 变换 . 通常 N 受 计 算 机 
的 能 力 和 试验 条 件 限 制 . 

这 样 , 进行 功率 谱 分 析 之 前 应 当做 到 : 

(1) 对 于 系统 基 频 fo 和 计算 能 力 允 许 的 W,， 要 心中 有 数 . 


(2) 给 定 ,确定 采样 间隔 + = E 对 于 试验 工作 , 这 就 确定 了 应 当 采 用 的 


模 数 转换 器 (ADC) 的 频率 . 对 于 理论 计算 , 这 决定 每 迭代 几 次 采 一 个 样 点 , 而 不 是 
把 所 有 的 迭代 点 都 送 去 做 侍 里 叶 变 换 . 

(3) Æ s M 中 寻求 妥协 . 通常 在 做 研究 的 过 程 中 , 可 以 在 经 验 基 础 上 尽量 减 
少 s， 以 达到 较 高 的 频率 分 辩 . 绘制 供 发 表 用 的 功率 谱 时 ， 就 不 得 不 增加 s 而 牺牲 
p, 或 者 孤 注 一 括 地 取 相 当 大 的 N. 

(4) 如 果 原 始 数据 来 自 包含 大 量 噪声 与 外 界 干 扰 的 测量 , 还 应 当 考 虑 适当 的 滤 
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我 们 先 考 虑 一 个 最 简单 的 线性 常 微分 方程 


= =ar. (7.10) 
它 的 解 可 以 立刻 写 出 来 : xz = roet. 如 果 a > 0, 则 在 初始 时 刻 相 邻 的 两 条 轨道 , 在 
下 一 时 刻 就 要 按 指数 速率 e^! 分 离开 . 当 a < 0 时 , 它们 之 间 的 距离 按 指数 e-lolt 
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消失 . 只 有 a = 0 时 , 不 同 初 值 给 出 不 同 的 平行 线 , 它们 之 间 的 距离 永 不 改变 . 在 大 
多 数 实际 系统 , 特别 是 耗 散 系统 中 , 状态 变量 z 不 能 趋向 无 穷 . 只 有 对 非 线 性 系统 
在 给 定 状态 附近 实行 线性 化 , 才能 在 局 部 得 到 类 似 (7.10) 式 的 关系 . 一 般 说 来 , 这 
时 c 是 矢量 , 而 a 是 依赖 于 给 定 的 线性 化 点 的 矩阵 . 这 个 矩阵 的 本 征 值 决定 相 邻 
两 点 间 的 拉 伸 、 压 缩 或 转动 , 其 速率 可 能 在 相 空 间 中 各 个 点 不 相同 . 只 有 对 运动 轨 
道 各 点 的 拉 伸 或 压缩 速率 进行 长 时 间 平 均 , 才能 反映 出 动力 学 的 整体 效果 . 这 就 导 
致 李 雅 普 诺 夫 指数 的 概念 . 它 的 定义 和 计算 基于 “ 相 乘 性 遍历 定理 ”3 ,这 已 经 超 
出 本 书 范围 

一 维 映 射 下 只 有 一 个 拉 伸 或 压缩 的 方向 , 情形 大 为 简化 . 考虑 初 值 点 zo 和 它 
的 邻 域 zo + Ar, 用 映射 函数 f(x) 作 一 次 迭代 后 , 它们 之 间 的 距离 是 


A = f(zo+ Ax) — f(xo) ~ f'(xo)Ax, 


而 迭代 n 次 后 , 是 
An = f™ (zo + Az) — f"? (z0) ~ um EET (7.11) 
比照 (7.10) 式 导 致 的 指数 律 , 我 们 应 当 有 
An = Age. (7.12) 


这 里 ”代替 了 连续 的 时 间 t. 而 常数 和 原则 上 可 能 依赖 于 初 值 zo. 比较 (7.12) 和 
(7.11) XX. 得 


n—1 
eno fess = [T G2. 
1—0 
这 里 使 用 了 复合 函数 的 链 式微 分 法 则 . 如 果 n 一 oo 时 存在 极限 , 就 可 以 定义 
n—1 
入 一 jim g mif (7.13) 


对 于 以 抛物 线 映 射 为 代表 的 许多 单 峰 上 映射， 和 是 不 依赖 于 初 值 mo 的 数 ， 称 为 映射 
的 李 雅 普 诺 夫 指 数 . 当然 , 定义 (7.13) 并 不 限于 单 峰 映 射 , 而 适用 于 一 切 一 维 映射 . 

一 维 映射 只 有 一 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 , 它 可 能 大 于 、 等 于 或 小 于 零 . 正 的 李 雅 普 
诺 夫 指 数 表明 运动 轨道 在 每 个 局 部 都 不 稳定 , 相 邻 轨道 以 指数 速率 分 离 , 轨道 在 整 
体 性 的 稳定 因素 (有 界 、 耗 散 等 ) 作用 下 反复 折 赤 ,形成 混沌 吸引 子 . 因此 , A0 
可 以 作为 混沌 行为 的 判 据 . 负 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 表 明 轨 道 在 局 部 也 是 稳定 的 , 对 应 
周期 运动 . A BARE, 表明 运动 向 混沌 制度 转变 . 图 7.1 是 根据 (743) 式 算得 的 
抛物 线 映 射 的 李 雅 普 诺 夫 指数 与 参量 的 关系 . 注意 , 这 是 使 用 形式 为 (1.18) 的 抛物 
线 映 射 计 算出 来 的 . 图 中 反映 了 参量 v 在 区 间 (2.9,4) E 10000 个 点 的 计算 结果 ， 
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每 个 参量 值 取 了 1000 个 轨道 点 求 平均 . 注意 (7.13) 式 中 采用 了 对 数 , 在 v=4 处 
李 雅 普 诺 夫 指 数 达到 1. 


3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 
v 


图 7.1 抛物线 映射 (1.18) 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 随 参量 的 变化 


7.1 中 曲线 每 一 次 下 降 标 志 一 处 周期 窗口 ， 李 雅 普 诺 夫 指 数 经 过 零 的 情形 
有 三 种 : 在 倍 周期 分 舍 点 ， 由 负 值 接近 零 , 再 变 负 值 ; 在 切 分 岔 处 ,由 正 值 经 零 变 
到 负 值 ; 在 倍 周期 分 岔 序列 的 极限 点 ， 由 负 值 经 零 变 到 正 值 . 其 中 ,最 后 一 种 情形 
具有 良好 的 标 度 性 质 . 我 们 省 去 标 度 理论 的 细节 , 只 给 出 主 倍 周期 分 岔 序列 极限 点 
Ho 附近 的 计算 结果 [3 


AU) « |u — Hool. (7.14) 
这 里 6 不 是 一 个 独立 的 新 指数 , 而 由 收敛 速率 6 决定 ， 
B= = = 0.4498 ---. (7.15) 


在 结束 本 节 之 前 , 我 们 利用 (7.13) 式 说 明 一 个 重要 的 观点 : 仅仅 观察 相 空 间 中 的 轨 
iB, 不 能 确保 正确 地 刻画 混沌 运动 ; 具有 把 分 析 扩 充 到 相 空 间 每 个 点 的 切 空间 , 才 
能 得 到 反映 本 质 的 结果 . 

对 满 映 射 参量 u= 2, 计算 人 字 映 射 (1.23) 或 移 位 映射 (1.26) 的 李 雅 普 诺 夫 指 
数 . 由 (7.13) 式 立 即 得 到 A — In2 > 0, 因此 它们 都 是 混沌 映射 . 

现在 假设 我 们 只 从 相 空 间 轨 道 的 观测 数据 出 发 , 来 刻画 满 移 位 映射 (1.27) R, 
即 

Zn41-— 2z4, (mod 1). 

我 们 在 写 出 (1.27) 式 时 已 经 解释 过 , 它 的 每 次 映射 相当 于 把 zw 左 移 一 位 , 舍 去 进 
位 , 右 端 补 零 . 因此 , 从 任意 初 值 的 二 进 制 形式 出 发 : 


o= 0. bi bo bg == bm=3 Öm- bmi ba, 


这 里 b; 代表 0 或 1, 和 迭代 结果 是 
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$170. b2 bs ba … bm-2 bm-1 bm 0, 
T2 = 0. b3 b4 bs sais bm—1 Diri 0 0, 
Zgq-170. ba 0 0 .- 0 0 0 Q 
zg4-—0. O 0 0 -.- 0 0 0 0 


这 就 是 说 , 不 管 从 任何 初 值 出 发 , 经 过 m 次 迭代 后 (m 是 计算 机 字 长 的 二 进 制 位 
350. 都 会 达到 “不 动 点 ”0. 由 这 样 的 轨道 数据 , 不 可 能 得 出 存在 混沌 运动 的 结论 . 

为 什么 李 雅 普 诺 夫 指数 的 计算 结果 能 正确 反映 混沌 运动 呢 ? 关键 在 于 (7.13) 
式 中 取 了 映射 函数 的 导数 . 在 高 维 情形 下 ,这 个 导数 要 推广 成 演化 算 子 的 导 算 子 ， 
使 计算 进入 每 个 点 的 切 空 间 . 这 就 是 为 什么 我 们 在 $1.2 结尾 前 ， 讲 到 对 动力 系统 
的 完全 的 刻画 必须 涉及 切 空间 . 
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分 形 和 分 维 的 概念 f4 对 于 研究 高 维系 统 的 混沌 动力 学 很 重要 , 而 它们 在 一 维 
映射 的 研究 中 用 途 有 限 . 为 了 叙述 完整 , 我 们 还 是 先 介绍 儿 个 基本 定义 . 

考虑 平面 中 的 一 个 正方 形 . 当 我 们 把 它 的 尺寸 在 各 个 方向 都 增加 1 倍 , 就 会 得 
到 一 个 大 的 正方 形 , 它 相 当 于 D 个 原来 的 正方 形 . 如 果 考 虑 三 维 空间 中 的 立方 体 ， 
同样 的 变换 , 就 会 给 出 D 个 原来 的 立方 体 . 一 般 来 说 , 如 果 在 a 维 空间 中 考虑 一 个 
d 维 的 几何 对 象 , 把 每 个 方向 的 尺寸 放大 1 倍 , 就 会 得 到 


N=} (7.16) 


个 原来 的 几何 对 象 . 这 个 关系 适用 于 任何 规整 的 几何 对 象 ， 符 合 日 常生 活 的 经 验 . 
现在 把 (7.16) 式 取 对 数 , 使 它 成 为 维 数 的 定义 : 


la N 
TT (7.17) 


这 里 把 通常 标记 拓扑 维 数 d 的 字母 换 成 了 Do. FER 0 的 意义 在 下 文 说 明 . 这 个 定 

义 使 我 们 摆脱 了 维 数 是 整数 的 限制 ，Do 可 以 成 为 非 整 数 . 凡是 维 数 Do 大 于 其 “ 直 
观 ” 的 拓扑 维 数 d 的 几何 对 象 , 称 为 分 形 , 其 维 数 Do 称 为 分 维 . 

典型 的 分 形 实 例 是 康 托 尔 集合 . 取 [0,1] 线段 ， 

— ———— 三 等 分 后 舍 去 中 段 , 再 三 等 分 剩 下 的 两 段 , 同样 舍 

b -- -- 去 相应 的 中 段 , 如 此 无 穷 重复 下 去 , 最 终 剩 下 的 点 

S An ”的 集合 称 为 康 托 尔 集合 (图 7.2)， 康 托 尔 集合 由 0 

图 7.2 RERE 维 的 点 组 成 , 这 样 的 点 有 无 穷 多 个 , 但 又 处 处 稀疏 ， 

它 的 维 数 是 多 少 呢 ? 取 [0, 1/3] 线段 作为 考察 对 象 ， 


0 = 
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把 尺寸 放大 1 = 3 f&, 只 得 到 [0,1/3] 和 [2/3,1] 两 个 与 原来 相当 的 对 象 , 于 是 


只 要 能 计算 N 和 /1, 分 形 的 定义 (7.17) 就 很 适用 . 对 于 十 分 不 规整 , 难以 计数 
N 和 1 的 对 象 , 我 们 用 箱 计数 法 来 克服 困难 . 我 们 的 几何 对 象 总 是 藤 在 拓扑 维 数 一 
定 的 基底 空间 中 . 例如 , 康 托 尔 集合 就 圣 在 一 维 线段 中 . 把 基底 空间 划分 成 尺寸 为 
e 的 小 格子 ( 箱 ), 数 一 下 有 多 少 箱 中 有 我 们 关心 的 几何 对 象 的 点 , 把 这 样 的 箱 数 记 
为 N(e). 在 定义 (7.17) 中 用 N(e) 代替 N, 用 “缩小 s 倍 ” 代替 “放大 1 È”, 并 且 
取 e 一 0 的 极限 , 得 到 分 维 的 箱 计数 定义 


(7.18) 


在 实践 中 只 能 取 有 限 的 e. 通常 求 一 系列 e 和 N(e), 然后 由 双 对 数 坐 标 中 In N (e) 
与 mne 的 直线 段 的 斜率 判断 Do. 这 里 要 强调 指出 , 无 论 是 (7.17) 或 (7.18) R, 都 
要 求 客观 存在 标 度 关系 
N(e) «e P», NaiP., (7.19) 

如 果 不 存 在 此 种 标 度 关 系 , 就 根本 不 能 使 用 维 数 概念 . 

箱 计数 定义 (7.18) 的 主要 缺点 是 没有 反映 几何 对 象 的 不 均匀 性 : 含有 1 个 点 
和 众多 点 的 箱 在 (7.18) 式 中 具有 同样 的 权重 . 修正 的 办 法 是 把 箱 计数 做 得 更 细 一 
£6, 数 清 每 个 小 箱 中 的 点 数 , 算出 第 i 个 箱子 出 现在 N(e) 中 的 概率 


Ni(e 

P) = RO 

然后 利用 信息 量 的 公式 "P 
pr P(e) In P;(e 

定义 信息 维 Ka 

D; = lim 27. (7.20) 
不 难看 出 ， 当 各 个 箱子 具有 同等 权重 , BU P(e) = 1/N(e) 时 , 信息 维 Di 就 等 于 分 
维 Do. 


箱 计数 法 概念 清楚 , 但 使 用 受到 限制 . 特别 是 基底 空间 维 数 较 高 时 , 计算 量 迅 
速 上 升 . 因此 ， 目前 实践 中 使 用 最 多 的 是 简便 易 算 的 关联 维 数 . 它 基 于 从 时 间 序 列 
重 构 相 空间 的 技术 . 

非 线性 系统 的 相 空间 可 能 维 数 颇 高 , 甚至 无 穷 , 有 时 还 不 知道 维 数 是 多 少 , 而 吸 
引子 维 数 一 般 都 低 于 相 空 间 维 数 . 我 们 从 时 间 序 列 (7.1) 出 发 , 构造 一 批 m 维 的 矢 
量 , 可 支 起 一 个 嵌入 空间 . EUER BON S [RT RO HEC m 足够 高 (通常 要 求 m > 2D+1, D 
是 吸引 子 维 数 ), 就 可 以 在 只 差 拓 扑 变 换 的 意义 下 恢复 原来 的 动力 学 . 构造 m ER 
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量 的 办 法 极 多 , 最 常用 的 是 时 间 差 法 , 即 按 间 隔 p 从 时 间 序 列 (7.1) 中 取 数 作为 分 
量 : 

y. = (mis Tip Dibapi mem 1)p) i= l2 ese, (7.21) 
KFARA £C m 和 时 间 差 p 在 文献 中 有 大 量 讨论 , 我 们 不 去 详 述 , 读者 
可 以 参阅 文献 [20] 第 6 章 及 其 引文 . 

构造 好 矢量 y, 之 后 , 要 定义 它们 之 间 的 距离 . 欧 几 里 得 距离 带 来 较 大 的 计算 
E, 实践 中 并 不 常用 . 其 实 , 任何 满足 距离 公理 的 定义 都 可 以 用 . 例如 ， 以 两 个 矢 
量 的 最 大 分 量 差 作为 距离 ， 即 

ly; 一 Yj| = doom [Yia — Vjal; 

就 是 可 以 大 为 节省 计算 时 间 的 做 法 . 

凡是 距离 小 于 给 定数 。 的 矢量 , 称 为 有 关联 的 矢量 . 假定 一 共 构 造 了 M 个 矢 
量 y; M 与 N 为 同 量 级 的 大 数 , 数 一 下 有 多 少 对 关联 矢量 ,它们 在 一 切 可 能 的 
M? 种 配对 中 所 占 比例 称 为 关联 积分 : 


M 
Cle) = x Y. Oe- lu - ul) (7.22) 
i,j=1 
上 式 中 的 阶 跃 函数 | | 
98) 7g d 0 


完成 计数 关联 对 的 任务 . WR e 取得 太 大 , 任何 一 对 矢量 都 发 生 “ 关 联 ”，C(e) = 1， 
取 对 数 后 为 0. 如 果 e 取得 合适 ， 而 原始 数据 客观 地 反映 出 类 似 (7.19) 的 标 度 性 
JR. 那 就 可 以 定义 关联 维 数 

Dc ds oi (7.23) 


我 们 的 兴趣 在 于 动力 学 导致 的 关联 或 回归 . WR e 取得 太 小 , 已 经 低 于 环境 噪 
声 和 测量 误差 造成 的 矢量 差别 , 从 (7.23) 式 算 出 来 的 就 不 是 关联 维 数 , 而 是 嵌入 维 
数 m. 这 是 因为 噪声 和 误差 在 矢量 的 任意 分 量 上 都 起 作用 . 在 实践 中 , 往往 要 试 取 
一 批 m 值 , 看 能 否 得 到 不 变 的 Do. 即 在 双 对 数 关 系 In C(e)-In e 中 有 无 直线 段 ( 见 
图 7.3). 这 样 既 可 验证 标 度 关 系 (7.19)， 又 可 以 有 效 地 区 分 噪声 和 动力 学 信和 号 . 


图 7.3 关联 C(e) 5 e 的 关系 示意 
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其 实 , 前 面 引入 的 各 种 维 数 都 是 更 普遍 的 g 阶 信息 维 数 的 特例 : 


N(e) 
ln | >》 P? 
L i=l 
= im ————— ———. 7.24 
M q—1 m Ine ( ) 


这 个 式 子 是 根据 箱 计 数 的 精神 写 出 来 的 ， 其 中 P, 是 第 i 个 小 箱 被 运动 轨道 访问 
的 概率 . 可 以 证 明 , 24 q = 0,1,2 时 ， H (7.24) 式 相 应 得 到 分 维 (7.18)、 信 息 维 数 
(7.20) 和 关联 维 数 (7.23). 这 就 是 我 们 在 前 面 为 这 些 维 数 加 上 数码 下 标的 原因 . 在 
(7.24) 式 中 约定 , 不 写 概率 P; = 0 的 项 , 就 可 以 令 g 从 -co 变 到 oo, 得 到 维 数 谱 
DS Dy, qd, (7.25) 
特别 是 
d< Da S Dı S DoS- 
对 于 规整 的 几何 对 象 ， 乃 至 像 康 托 尔 集合 那样 的 均匀 分 形 ， 都 没有 必要 使 用 
Dg» 因为 这 时 D, 只 有 一 个 值 . 对 于 康 托 尔 集合 ， 


D; = 0.6309 ---, Vg. 


不 均匀 性 可 能 有 两 种 来 源 , 分 别 是 物理 上 的 和 几何 上 的 . 物理 上 的 不 均匀 性 反 
映 为 各 种 概率 P 几何 上 的 不 均匀 性 把 统一 的 缩小 比例 e 换 成 不 同 的 e;:， 导致 多 
标 度 分 形 . 最 简单 的 多 标 度 分 形 在 一 定 分 辨 率 下 由 K 片 组 成 , 每 片 由 整体 缩小 6; 
倍 得 来 , 而 且 具 有 权重 或 概率 P, A STRUM 存在 以 下 求 和 公式 [4 : 


RN T ia =1. (7.26) 


j=1 Ej 
这 个 式 子 的 详细 推导 见 文献 [75]( 以 及 [20] 的 6.1.5 $), 3X HL HE S E ZE q= 0 时 
的 特例 


K 
Pi (7.27) 
我 们 用 箱 计数 法 来 计算 维 数 . 总 — 自 各 片 的 计数 ， 
N(e) = > N;(e). (7.28) 
j=1 


我 们 不 知道 第 ; 片 的 贡献 Nj(e) 是 多 少 . 但 是 根据 自 相 似 性 , 如 果 把 箱子 的 尺寸 缩 
小 6 fi, 则 覆盖 第 ; 片 所 用 的 箱 数 ， 应 与 原来 覆盖 整个 分 形 所 用 箱 数 相同 , 即 


N;(eje) = N (€). 
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把 上 式 和 (7.19) RE (7.28) 式 两 边 , 经 整理 后 即 得 到 (7.27) 式 . 以 上 简单 推导 
只 使 用 了 自 相 似 性 和 标 度 性 质 (7.19). 它们 也 是 普遍 关系 (7.26) 式 的 基础 . 

线性 系统 中 各 种 运动 模式 可 以 独立 地 激发 , 它们 的 数目 决定 了 相 空 间 维 数 . 非 
线性 系统 中 各 种 运动 “模式 ”互相 耦合 , 特别 是 存在 耗 散 时 ,系统 的 长 时 间 行 为 发 
生 在 低 于 相 空 间 维 数 的 吸引 子 上 . 一 般 说 来 , 具有 正和 零 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 方向 ， 
都 对 支撑 起 吸引 子 起 作用 , 而 负 李 雅 普 诺 夫 指 数 对 应 的 收缩 方向 , 在 抵消 膨胀 方向 
的 作用 后 , 贡献 吸引 子 维 数 的 分 数 部 分 . 

让 我 们 把 所 有 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 从 大 到 小 排序 ， 


根据 标 度 性 质 (7.19), 得 到 


和 1 之 X2 过 和 3 过 …， 


然后 从 最 大 的 Xi 开始 (混沌 运动 至 少 有 一 个 指数 大 于 零 ), 把 后 继 的 指数 一 个 个 加 
起 来 . 假设 累加 到 Ar 时 , 总 合 Si 还 是 正 数 , 而 加 到 下 一 个 Ar 时 , 总 合 Shy 成 
为 负数 ( 见 图 7.4), 我 们 很 自然 地 设想 , 吸引 子 维 数 应 当 介 于 kA k+ 之 间 . 用 
线性 插值 定 出 维 数 的 分 数 部 分 , 得 到 

Sk 


DL = k + 一 一， 7.29 
3 [Aka l o 


这 里 
S — M à; 2 0, 
j=1 
HP k 是 保证 Sx > 0 的 最 大 值 . 这 样 定义 的 维 数 , 称 为 李 雅 普 诺 夫 维 数 . 在 实 


际 计算 中 , DL 比 箱 计数 收敛 快 得 多 . 卡 普兰 (J. L. Kaplan) 和 约克 曾经 猜测 rel, 李 
雅 普 诺 夫 维 数 与 分 维 相 等 . 事实 上 , 对 于 不 少 系统 , 的 确 有 Dr = Do. 


图 7.4 ”前 若干 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 之 和 示意 


87.4 一 维 映射 中 的 分 形 139 


维 数 谱 D, 的 另 一 种 定义 , 与 吸引 子 中 点 的 密度 分 布 的 奇异 性 有 关 , 我 们 放 到 
后 面 再 讲 ( 见 87.5). 


$7.4 ”一 维 映 射 中 的 分 形 


一 维 映射 只 有 一 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 入 当 入 > 0 时 , 吸引 子 是 一 维 的 ; 当 入 <0 
时 , 吸引 子 收缩 为 0 维 的 不 动 点 或 周期 点 . 因此 ， 只 有 在 和 = 0 处 才 有 希望 存在 
介 于 0 和 1 之 间 的 分 维 . 回顾 抛物 线 映射 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 随 参 量 的 变化 曲线 (图 
7.1). 我 们 在 $7.2 已 经 指出 , 有 三 种 和 = 0 的 情形 . 现在 就 分 别 讨论 这 三 种 情形 下 
有 没有 分 形 和 分 维 出 现 . 

第 一 种 情形 是 有 限 的 倍 周期 分 岔 点 jx 处 . 在 它 的 两 侧 都 有 入 < 0 和 Do = 0. 
因此 , 根据 连续 性 ， 知 道 在 中 间 入 = 0 处 必 有 Do = 0. 然而 , 情况 并 不 如 此 简单 . 
由 于 jx 附近 的 临界 慢 化 ( 见 88.1), 无 论 多 长 的 数值 计算 都 只 能 得 到 正在 收敛 中 的 
点 的 分 布 , 而 不 能 达到 0 维 的 一 个 点 . 我 们 可 以 试用 箱 计数 法 来 估算 这 些 收 敛 中 的 
点 的 集合 的 维 数 . 事实 上 , 可 以 不 用 数值 计算 而 解析 地 完成 箱 计数 [""l. 

为 了 简单 起 见 ， 让 我 们 考虑 单 峰 映射 的 第 一 个 分 岔 点 j1， 即 不 动 点 将 要 失 稳 ， 
周期 2 将 要 出 现 的 参量 y <u. 把 原点 移动 到 不 动 点 附近 ,映射 成 为 


2 
Zm+l 三 一 Zm 十 aTr: 


其 中 a 由 映射 在 不 动 点 处 的 二 阶 导数 即 曲率 决定 ， 而 zn 是 偏离 不 动 点 不 远 的 小 
量 . 这 是 交替 落 在 不 动 点 两 侧 的 迭代 过 程 (可 参看 后 面 的 图 8.2). 为 了 只 考虑 一 侧 
的 点 分 布 , 我 们 再 迭代 一 次 , 并 忽略 zn 的 高 阶 项 , 得 到 


Zn42 = Tn 一 2a?z2, 


当 n 很 大 时 , 这 个 差分 方程 可 以 用 微分 方程 
dz 2 d 
dn 一 —ar 

来 逼近 . 我 们 已 经 在 推导 (4.6) 式 时 使 用 过 这 种 技巧 . 如 果 我 们 引入 点 的 分 布 p(z)， 

写 出 
dn = p(x)dz, 

pu 

ola) = sy (7.30) 

这 就 是 趋向 不 动 点 的 暂 态 过 程 中 的 点 , 以 不 动 点 为 中 心 的 分 布 方式 . 现在 用 长 度 为 

e 的 箱 (线段 ) 来 覆盖 这 个 分 布 . 由 于 p(z) 从 无 穷 高 的 中 心 单调 下 降 ， 总 存在 某 个 

ro. 使 得 
ep(zo) = 1. (7.31) 
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在 x < ro 时 , 每 个 箱 中 都 有 点 ; 而 对 于 x > zo, 许多 箱 中 才 有 一 个 点 . 因此 , 总 点 
数 是 . 
N(e) = 一 +2 p(zjdz， 


因子 2 计 入 左右 两 侧 的 贡献 , 不 过 这 并 不 重要 . 完成 积分 , 并 且 把 从 (7.31) 式 求 得 
的 Zo IRAs 得 到 
N (e) x e7?/*, 
根据 分 维 的 定义 (2.30), 立即 算得 [7 
js 5. (7.32) 

-EXSE SESURE E AA 38H T RUE ER A 68 EX u 我 们 再 次 强调 ， 这 样 算得 的 
Do 不 是 极限 集合 的 真正 的 维 数 ( 它 只 能 等 于 0), 而 是 数值 试验 中 不 可 避免 的 一 种 
实际 的 “操作 ” 维 数 . 

第 二 种 李 雅 普 诺 夫 指 数 经 过 0 点 的 情形 ,是 在 倍 周 期 分 岔 序列 的 极限 点 Ho 
以 及 一 切 ! 倍 周期 序列 的 极限 点 ux, 处 (参见 84.5). 

为 了 说 明基 本 概念 , 我 们 先 利 用 上 节 推 导出 的 (7.27) 式 ， 即 


来 估计 一 下 倍 周期 分 岔 序列 极限 点 jwo。 处 的 极限 集合 维 数 . 对 于 倍 周期 分 岔 序 
Jj. K = 2, 而 两 个 标 度 因子 e 和 es 都 近似 地 由 a 决定 ( 见 82.3 和 下 面 利 用 重 正 
化 群 方 程 的 讨论 ): 


€1 — Z, E2 = 证 
代入 上 面 的 求 和 公式 , 解 一 个 简单 的 一 元 二 次 代数 方程 , 得 到 
[E (ED - 0.524. -., 
Ina 


5 TERR ELS 
0.53763 « Do « 0.53854, 


误差 不 超过 2.0900. 这 里 的 误差 要 由 所 谓 “ 对 标 度 的 修正 ”来 消除 , 因为 e2 = a7? 
等 并 不 是 精确 的 关系 . 

事实 上 ， 如 果 我 们 能 从 数值 试验 求 得 所 有 的 几何 标 度 因 子 6j ， 就 可 以 从 求 和 
公式 (7.26) 计算 出 各 种 1 倍 周 期 分 命 序列 的 极限 集合 维 数 B91. 这些 标 度 因子 的 首 
末 两 个 满足 关系 式 ex = er, 这 可 由 1 倍 周期 序列 的 重 正 化 群 方程 (4.37) 出 发 加 以 


QD 文献 [11] 算得 的 精确 值 是 Do = 0.53804514358054991167415567 ---. 
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证 明 . $4148 2:48 35009), 只 在 此 说 明 可 以 为 各 种 基本 字 D 所 导致 的 1 倍 周 期 序列 
求 得 D 曲线 . 这 些 大 同 小 异 的 曲线 , 可 以 简单 地 被 Do 除 而 变 成 一 条 普 适 曲线 [9. 
这 种 普 适 标 度 关系 如 果 成 立 , 是 一 种 不 依赖 于 基本 字 的 “ 超 ” 普 适 性 , 而 费 根 鲍 姆 
式 的 普 适 性 都 只 对 一 定 的 基本 字 E 成 立 (J 84.5). 迄今 发 表 的 关于 这 种 “ 超 ” 普 适 
性 的 证 明 都 是 不 严格 的 . 它 很 可 能 是 数值 上 很 好 地 成 立 的 近似 关系 . 顺便 指出 , 一 
些 较 短 的 基本 字 的 Do 已 在 表 4.1 最 后 一 列 给 出 , 那里 记 做 Ds5. 

ARDEA ue 处 的 分 维 (7.32), BE Do = 0.666 - -- 同 极限 集合 的 分 维 0.538 …. 
数值 不 同 . 这 就 提出 了 一 个 新 问题 : A k 趋向 无 穷 时 ,这 两 个 数值 是 怎样 联系 起 来 
的 ? 原来 存在 着 一 个 双 参 量 的 标 度 函数 D (c, e), 其 中 是 分 岔 点 的 序号 , BU uu. 的 
下 标 k, € 是 箱 计 数 法 中 的 小 箱 的 尺寸 . 这 个 函数 有 两 种 取 极限 的 顺序 ， 两 者 不 能 
互 换 ， 因 为 每 种 顺序 导致 上 面 的 一 种 数值 80]: 


Jim lim D(k, e) - 2/3 = 0.666- --, 


Mie (7.33) 
lim im D(k, €) 20.538... 
< 一 0 大 一 oo 


还 可 以 进一步 把 D(k,e) 变 成 单 变量 函数 D(9), 其 中 标 度 变量 9 = el/*， 而 (7.33) 
式 的 两 个 极限 分 别 出 现 在 9 的 大 小 两 端 . 

现在 剩 下 李 雅 普 诺 夫 指 数 经 过 0 的 第 三 种 情形 , 即 在 切 分 岔 开 始 处 ,和 由 正 降 
到 负 ， 中 间 A = 0 对 应 阵 发 混沌 的 分 维 . 经 过 前 面 的 讨论 , 事情 已 经 很 简单 . 我 们 
由 (4.6) 式 直接 写 出 


EE 
p(z) = ai 
用 (7.31) 式 求 得 稍 有 不 同 的 zo,， 最 后 得 到 
N(e) x e-172, 
因此 
Dy 5, (7.34) 
一 维 映 射 中 分 形 的 男 一 个 例子 是 发 散 映射 中 的 奇怪 排斥 子 , 我 们 在 88.3 中 再 
讨论 . 


57.5 ” 满 映射 维 数 谱 中 的 “ 相 变 ” 


光滑 的 Do-q 曲线 有 时 会 发 生 转折 或 断裂 ， 造 成 所 谓 多 分 形 热力 学 描述 中 的 
“ 相 变 ”. 这 种 相 变 反映 了 点 的 密度 分 布 p(z) 中 的 奇异 性 . 我 们 以 满 映射 (6.1) 的 
密度 分 布 (6.2) 为 例 加 以 说 明 . 不 过 , 在 这 之 前 , 我 们 要 先 回 到 87.3 末尾 提 到 的 ， 
与 奇异 性 有 关 的 Dy 的 另外 一 种 定义 . 
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维 数 谱 D。 的 箱 计数 定义 (7.24) 式 可 以 看 成 一 种 对 时 间 的 平均 . 为 此 , 只 须 把 
i 理解 为 按 运 动 轨道 的 计数 , 轨道 依次 穿 过 各 个 小 箱 . 不 均匀 的 吸引 子 中 的 各 点 可 
能 具有 不 同 的 标 度 行为 ， 主 要 表现 在 箱 尺 寸 。 趋 近 0 时 , 概率 P 可 能 出 现 奇 异 
性 . 以 满 映 射 的 密度 分 布 (6.2) 为 例 , 它 的 两 个 端点 就 是 奇异 的 无 穷 尖峰 . 如 果 在 
离 端点 很 近 的 箱 中 由 密度 分 布 求 概率 ,就 会 得 到 


p= | r" wem 


l i dg « 2, 


«mds que (7.35) 

这 里 1/2 就 是 奇异 性 的 指数 ， 如 果 在 分 布 的 没有 奇异 性 的 中 段 某 点 zo 附近 求 概 
率 ， 则 zote/2 dz z+0+e/2 

P=] o A m. dz ex e, (7.36) 


指数 是 1. 这 里 使 用 了 中 值 定理 . 一 般 说 来 , 吸引 子 中 可 能 有 各 种 各 样 的 点 , 它们 
具有 奇异 性 

Px, ee 一 0. (7.37) 
我 们 就 用 o 来 表示 具有 此 种 奇异 性 的 点 , 并 且 引 入 点 数 按 a 的 分 布 函数 h(a). hla) 
的 具体 形状 并 不 重要 , 我 们 只 \ 要 求 它 “ 归 一 ”, 即 f hajda =1 

N(e) 

现在 我 们 把 按 轨道 的 求 和 》、 变 成 按 点 的 分 布 h(a) 求 和 . 这 在 统计 物理 学 中 

q——1 
叫做 由 “时 间 平 均 ” 变 成 按 “ 系 综 平均 ”， 其 成 立 的 前 提 是 吸引 子 具有 遍历 性 质 ， 
即时 间 足 够 长 之 后 , 一 条 轨道 会 靠近 吸引 子 中 的 任意 点 . 混沌 吸引 子 通 常 具有 遍历 
性 . 不 过 , 在 做 变换 之 前 , 还 得 把 概率 归 算 到 单位 体积 上 . 在 普通 a 维 空间 中 , 这 
一 归 算 就 是 用 体积 元 e^ 除 一 下 ， 具 有 各 种 奇异 性 的 点 可 能 疏 密 不 同 、 维 数 不 同 ， 
各 自 对 应 一 个 维 数 f(a). KAO 


N(e) 
2. P? > [ "3 -ade 一 J ena. 
我 们 只 关心 e 一 0 时 的 结果 , 可 以 用 最 速 下 降 法 (鞍点 法 ) 来 估算 上 面 的 积分 . 当 
e 一 0 时 , 对 积分 的 主要 贡献 来 自 e 的 寡 次 最 小 处 ,， 即 
qo — f(a) = min 


处 . 这 样 的 去 值 由 极 小 值 条 件 
(0 QD 请 注意 本 节 中 的 o 和 /与 前 面 各 章 中 的 标 度 因子 、 映 射 函数 没有 关系 , 是 两 个 新 的 记号 
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d 
as (qo f(a)) =0, 


> (7.38) 
<z (qe — f(a) > 0 
决定 . 把 常数 因子 提出 积分 之 外 , 并 利用 h(a) 的 归 一 条 件 , 得 到 
Y Pa > e 109, 
i—1 
把 上 式 代 回 维 数 的 箱 计数 定义 (7.24), 得 到 
1 
D, = —— l =- f(2)). (7.39) 


这 就 是 D 的 第 三 种 定义 . 式 中 已 经 省 去 了 o 上 面 的 短 横 线 , 只 须 记 住 它 是 由 条 件 
(7.38) 确定 的 . f(a) 称 为 吸引 子 的 奇异 性 谱 , 原则 上 可 由 实验 测量 . 从 f(a) 到 D, 
的 变换 (7.39) 相当 于 热力 学 中 由 压强 已 和 温度 工作 自 变量 , 改变 到 以 体积 V 和 
温度 工 为 自 变 量 的 勒 让 德 变 换 . 

为 了 说 明 f 的 意义 , 我 们 再 看 一 个 固体 物理 中 的 常用 变换 . 为 了 把 某 种 按 晶 格 
格 点 的 求 和 变 成 对 连续 固体 的 积分 , 要 引入 密度 分 布 ple) 并 且 使 用 以 下 关系 : 


1 1 
aF 2 = A 


上 式 是 为 三 维 固体 写 出 来 的 , 体积 V = L3, L 是 固体 边 长 . 只 有 在 物理 量 的 分 布 
没有 奇异 性 时 ， 上 式 才 是 对 的 . 如 果 物 理 量 的 分 布 集中 在 某 个 面 上 , 则 上 式 右 端 还 
得 补 上 一 个 包含 面 密度 分 布 o(r) 的 面积 分 


zi || 0088 


如 果 有 奇异 性 集中 在 某 条 线 上 , 那 还 得 补 上 线 积分 


2 /rd 


等 等 . 如 果 还 有 集中 在 个 别 点 上 的 奇异 性 ， 则 左面 求 和 中 的 这 些 点 不 能 并 入 积分 ， 
而 得 照 原 样 抄 到 右面 . 这 样 的 项 前 面 没 有 被 工 的 寡 次 除 ,实际 上 是 被 L 除 , 0 是 
点 的 维 数 . 上 面 出 现 的 L’, L, L, LO 对 应 分 布 在 规整 几何 对 象 上 的 奇异 性 . 对 于 
第 a 类 奇异 点 , 就 得 除 以 LAO, 

如 果 用 某 种 办 法 得 到 了 f(a) 曲线 , 则 可 用 (7.39) 式 求 出 相应 的 D, W. 这 种 
计算 可 用 简单 的 图 上 作业 法 实现 . 图 7.5 给 出 一 条 典型 的 f(a) 曲线 . 这 条 曲线 的 
一 批 性 质 由 前 面 的 推导 , 特别 是 条 件 (7.38) 决定 . 例如 : 

(1) f(a) 是 凸 函 数 , 因为 f" < 0. 
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(2) 由 于 M lo f(a) Æ q> 0 时 上 升 ,而 在 q < 0 时 下 降 . 

(3) 在 曲线 的 最 高 点 4 处 4 = 0, 而 f(a(0)) = Do. 

(4) YE q — 1 处, 曲线 f(a) 与 分 角 线 f = o 相 切 ( 见 图 7.5 中 B 点 ). 在 此 点 
有 Di = o(1) = f((1)). 

(5) 因为 9 = +o 处 df/da = +co, 所 以 , 车 f(a) 曲线 与 横 轴 相交 , 它 只 能 在 
a(+00) 处 与 之 垂直 相交 . 


(E : ion 

alda a(a()) a 

B] 7.5 由 f(a) XK D, 的 图 上 作业 法 
g 是 C 点 切线 的 斜率 


在 图 7.5 中 作 一 条 斜率 为 q 的 直线 , 与 f(a) 相 切 于 C 点 . 它 的 延长 线 同 分 角 
4 y —o AT G 点 . G 点 的 纵 坐标 就 是 D。 这 很 容易 由 图 中 的 几何 关系 与 (7.39) 
式 相 比较 来 证 明 . 

现在 回 到 满 抛 物 线 映射 的 密度 分 布 (6.2). 它 只 有 两 类 点 : 

(1) 孤立 的 奇异 点 , — 0, 而 (7.35) RAH a = 1/2. 

(2) 构成 直线 段 的 普通 点 , f = 1, 而 (7.36) RAH o = 1. 

可 见 f(a) “曲线 ”退化 成 o- f 平面 中 的 两 个 点 . 对 这 条 “曲线 ”照样 实行 前 面 
描述 的 图 上 作业 法 , 只 有 两 种 情况 : 

(1) 对 于 从 oo 变 到 2 的 g 值 , “切线 ”只 与 点 (o, f) = (1/2,0) 相 接触 , 于 是 从 
(7.39) 式 得 到 


p=- 4 
”  2(q-1) 
(2) 对 于 q 从 2 变 到 —oo 的 区 域 , 切线 围 着 (a, f) = (1,1) 点 转动 ， 从 (7.39) 
式 得 到 D, — 0o - 1. 
这 样 , D, 由 两 段 组 成 ( 见 图 7.6), 


1, —oo <q & 2, 
ui et mc (7.40) 


2(g — 1)' 
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在 g = 2 处 发 生 “ 相 变 ”. 这 种 “ 相 变 ”当然 不 是 物理 世界 中 的 突变 ， 而 是 描述 过 
程 中 的 突然 变化 . 为 了 理解 这 一 点 ， 最 好 回 到 (7.24) 或 (7.26) 式 中 的 参量 9. K 
q 强调 出 大 概率 P, 的 事件 ， 而 负 q 强调 出 小 概率 事件 . 9 像 是 某 种 分 辨 率 的 控制 
钮 “ 相 变 ” 只 反映 出 q 改变 过 程 中 特征 量 的 行为 突变 . 其 实 , 这 在 上 面 满 映射 的 实 
例 中 可 以 看 得 很 清楚 ,“ 相 变 ” 只 反映 从 a-f 平面 中 一 点 控制 D 跳 到 由 男 一 点 控 
制 . 


0.5 


0 
-8 —6 —4 -2 0 2 4 6 84 


7.6 ” 满 映 射 D, 谱 的 “ 相 变 ” 


满 映射 D, 曲线 中 的 相 变 ,最初 由 奥 特 (E. Ott) SASHI. 上 面 的 简单 推 
导 , 以 及 图 7.5 所 示 的 图 上 作业 法 , 基于 杨 维 明 的 未 公开 发 表 的 结果 [21. 


87.6 JUI ARR TIS 


混沌 轨道 的 局 部 不 稳定 性 , 使 相 邻 轨道 以 指数 速率 分 离 . 如 果 两 个 初始 点 如 此 
靠近 , 以 致 在 一 段 时 间 里 不 能 靠 测量 来 区 分 两 条 轨道 , 则 在 它们 充分 分 离 后 就 能 够 
加 以 区 分 . 在 这 个 意义 下 , 混沌 运动 产生 信息 , 信息 量 与 可 以 区 分 的 不 同 的 轨道 数 
H NAR. 对 于 混沌 运动 ，N 随时 间 指 数 增长 ， 


N x ert. (7.41) 


常数 K 刻画 信息 产生 的 速率 , Kamb PIE EUER 08 EXC JE AR 

另 一 种 看 来 似乎 相反 的 提 法 是 : 如 果 我 们 掌握 着 关于 初 值 的 精确 信息 , 则 这 些 
信息 在 运动 过 程 中 逐渐 丢失 , 轨道 变 得 不 能 同 来 自 其 他 初 值 的 某 些 轨道 区 分 . 上 面 
的 常数 K 的 倒数 , 具有 时 间 的 量 纲 , 给 出 从 精确 初 值 出 发 可 以 进行 预测 的 时 间 . 

1958 年 柯 尔 莫 戈 洛 夫 (A. N. Kolmogoroff) €X f WER. 随后 , 西奈 (Ya. G. 
Sinai) 做 了 改进 . 因此 , JU SERE XCRROA RIAR SER Vu. KS RREA. MB 
数学 定义 要 求 对 吸引 子 进行 分 割 , 并 且 考 虑 这 种 分 割 在 动力 学 作用 下 的 无 穷 细 分 ， 
对 细 分 过 程 中 根据 测度 算出 的 信息 量 进行 上 确 界 估计 . i 因 
此 , 我 们 讨论 一 种 物理 上 更 为 直观 的 算法 . 
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我 们 在 87.3 中 定义 信息 维 数 时 ,已 经 引进 第 个 箱 出 现 的 概率 P. 那里 并 没 
有 用 轨道 把 许多 箱 串 起 来 . 现在 我 们 关心 可 以 区 分 的 不 同 的 轨道 , 因此 必须 引用 联 
合 概率 P(ii,i2,……,im)， 即 轨道 在 时 刻 t 处 在 第 1 个 箱 中 , 在 时 刻 t+ At 处 于 第 
2 ^B. een 在 时 刻 上 + (m — 1) At 处 于 第 m 个 箱 中 的 概率 . 这 样 的 联合 概率 
原则 上 可 以 从 数值 试验 或 实际 观测 中 求 得 . 然后 , 就 可 以 通过 信息 量 定义 测度 炉 


K=- lim lim lim 


t—0 e 一 0 m— oo 
>》 P(üsio, vis) x In Pi, io, ia), (7.42) 
这 里 e 是 箱 的 尺寸 . K 的 数值 是 判断 运动 性 质 的 重要 指标 : 对 于 规则 运动 K = 0; 
对 于 纯 随机 运动 K = oo; 而 混沌 运动 对 应 有 限 的 正 K 值 . UU SER 5S IE ETE RE VEA: 
指数 有 密切 关系 . 对 于 有 限 维 的 可 微分 的 映射 83]， 


K& J A, (7.43) 
{i: 和 Ai>0} 
即 所 有 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 之 和 , 给 出 测度 粹 的 上 限 . 在 实践 中 ，(7.43) 中 的 等 式 
往往 成 立 , 它 成 为 所 谓 培 津 (Ya. B. Pesin) 等 式 [84 


K= 85 A. (7.44) 
(452,20) 
历史 上 , J3USEASBUSLAZE T Pad hj. do HORIS ECBU ERR SE S9 EAH. 它 不 
考虑 相 空 间 细 分 过 程 中 的 测度 , 而 只 保留 计数 问题 . 如 果 细 分 中 的 各 个 “覆盖 ” 具 
有 相同 的 测度 (概率 ), MWER K SERT SUPR RARE h 正如 信息 维 Di 回 到 分 维 Do 
一 样 . 一 般 情形 下 ， 
h 2 K 20, (7.45) 
Es TER T1488 AI BE GR uEU RERA E. EWER E BUE. ERIRE 
义 的 混沌 称 为 拓扑 混沌 , 它 只 意味 着 运动 中 含有 不 规则 的 成 分 , 并 不 保证 相应 的 混 
沌 运动 可 以 观测 . 然而 , 正 拓扑 焙 是 很 容易 界定 的 量 , 因而 在 数学 文献 中 经 常用 到 . 
物理 上 更 可 靠 的 混沌 定义 , 应 当 要 求 存 在 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 或 测度 炳 . 
由 于 拓扑 入 只 由 不 同 轨 道 的 计数 问题 决定 , 通常 可 用 下 式 计 算 [s5] : 
.. In N(n) 
ho Jim s (7.46) 
其 中 N (n) 是 长 度 为 n 的 不 同 的 轨道 点 的 数目 . 
对 于 单 峰 映射 中 用 周期 字 (LCS 和 最 终 周期 的 字 paco 做 揉 序列 的 映射 ， 可 
以 由 转移 算 阵 简单 地 计算 出 拓扑 粹 . 我 们 以 周期 3 F (RLO) 为 例 , 说 明基 本 思 
想 . 这 时 , 3 个 周期 点 把 动力 学 不 变 区 间 分 成 两 段 , 我 们 分 别 记 为 和 DI. 容易 看 
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出 , 凡是 从 左面 线段 了 出 发 的 点 , 经 过 一 次 迭代 后 都 落 入 右面 的 线段 II, 但 是 从 线 
段 万 出 发 的 点 ,经 过 一 次 迭代 后 可 能 落 入 I， 也 可 能 仍 留 在 中. 换言之, 在 一 
次 迭代 下 ,这 两 个 线段 的 变换 是 

IIl, 

万 一 了 十 区 


这 一 变换 可 以 用 转移 矩阵 写成 
FX foi I 
Wi xdi i jJ 
0 1 
r-(i ， (7.47) 


又 称 为 斯 捷 凡 矩阵 071. 所 有 以 (C) 或 pA 为 揉 序列 的 映射 都 对 应 有 限 的 斯 
捷 凡 矩阵 . 例如 ,， 满 映射 RL® 对 应 


ss 1 il 
1 1 
关于 详情 和 更 多 的 实例 ,可 以 参看 文献 2 和 [86] 
一 般 情形 下 ,经 过 n 次 迁 代 后 各 个 线段 之 间 的 变换 由 转移 逢 阵 的 ”次 宕 决定 


为 了 形成 周期 n 轨道 ,必须 由 哪个 线段 出 发 就 回 到 哪个 线段 . 因此 , 其 数目 由 
K 
X rta = tT 
i=l 


决定 . 上 式 中 下 标 i 是 线段 的 编号 , 而 tr ERER. 74 ”很 大 时 , 矩阵 的 迹 中 
只 剩 下 最 大 本 征 值 的 贡献 . 因此 有 

N(n) ~ Amax 
其 中 Amas 是 斯 捷 凡 算 阵 的 最 大 本 征 值 . 于 是 由 (7.46) R, 得 

h = Inn Amax. (7.48) 


对 于 周期 3 窗口 的 转移 矩阵 (7.47), 最 大 本 征 值 为 
14- V5 


Amax == , 


2 
KEHITT h = 0.4812.… > 0. 我 们 知道 , 在 这 个 窗口 里 绝 大 多 数 初 值 都 被 吸 
引 到 稳定 的 周期 3 轨道 , 根本 看 不 见 什么 混沌 运动 . 然而 , dhdMANOUACT GE. XU 
明 还 是 存在 着 某 些 与 混沌 有 关 的 行为 . 我 们 将 在 下 一 章 里 看 到 , 这 就 是 与 奇怪 排斥 
子 有 关 的 过 渡 混沌 (88.4). 
拓扑 炳 的 理论 与 符号 动力 学 乃至 符号 序列 的 语法 复杂 性 有 密切 关系 . 我 们 将 在 
下 节 中 做 扼要 介绍 . 


这 里 的 转移 矩阵 
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87.7 ”符号 序列 的 语法 复杂 性 


RITE 82.6 中 已 经 说 过 , 符号 动力 学 是 在 有 限 精 度 下 对 运动 过 程 的 粗 粒 化 描 
XR. 对 自然 界 的 任何 刻画 都 不 可 能 同时 瞄准 所 有 的 时 空 层 次 , 粗 粒 化 是 物理 学 研究 
方法 的 精髓 . 实行 粗 粒 化 必须 容许 近似 ,忽略 细节 , 然而 恰当 的 粗 粒 化 可 以 导致 严 
格 的 科学 结论 . 在 很 多 情形 下 ， 粗 粒 化 伴随 着 使 用 符号 . 其 实 , 科学 描述 中 使 用 的 
许多 符号 ， 就 代表 着 粗 粒 化 的 一 定 层次 . 在 粒子 物理 学 中 , us d, c s, b 和 t 这 些 
小 写 英 文字 母 是 6 个 夸克 的 名 字 , 而 在 生物 化 学 家 眼 里 , a, c, g 和 t 是 4 种 核 苷 
酸 的 记号 . 它们 分 别 代表 着 时 空 尺 度 相 差 很 远 的 客观 对 象 , 有 着 完全 不 同 的 内 在 含 
X. 

如 果 符 号 的 使 用 导致 符号 串 的 出 现 ， 就 像 符号 动力 学 里 的 轨道 或 生物 化 学 中 
的 DNA 序列 , 那 就 可 能 同 已 经 发 展 得 相当 完备 的 形式 语言 学 发 生 联系 , 可 以 借助 
形式 语言 学 的 工具 对 客观 现象 的 复杂 性 做 更 严格 的 刻画 . 因此 , 我 们 在 这 一 节 里 极 
其 简略 地 介绍 从 形式 语言 学 出 发 , 对 动力 学 中 符号 轨道 进行 分 类 的 成 果 . 对 有 意 深 
造 的 读者 ,我们 推荐 谢 惠 民 的 专著 [87]. 

为 了 引入 形式 语言 , 首先 要 有 一 个 字母 集 X. 让 我 们 只 关注 有 限 个 字母 组 成 的 
集合 ,例如 E = (R,L) 或 了 = (a,cg,t). 用 字母 集中 的 字母 构造 一 切 可 能 的 长 
长 短 短 的 字母 串 , 包括 空 串 ,把 所 有 这 些 串 的 总 体 记 做 2*. x: 的 任何 一 个 子 集合 
LCY 称 为 一 个 语言 L 这 就 是 形式 语言 的 一 般 定 义 . 定义 的 关键 当然 是 如 何 界 
定 这 个 子 集合 . 

最 常用 的 一 大 类 语言 是 “生成 语言 ”>. 从 2* 里 指定 一 个 或 多 个 串 做 “种 子 ” 或 
初始 串 ， 再 规定 一 批 置换 规则 : 见 到 某 个 字母 或 字母 串 就 把 它 置换 成 另外 的 串 . 把 
置换 规则 作用 到 初始 串 集 合 及 其 置换 产物 上 ， 这 样 得 到 的 全 部 字母 串 构成 一 个 语 
言 . 字母 集 、 初 始 字母 集合 和 置换 规则 加 到 一 起 称 为 语法 G, 按 此 语法 生成 的 语言 
记 做 L(G). 

置换 规则 可 以 串 行 也 可 以 并 行 地 作用 在 对 象 字 母 串 上 ， 并 行规 则 生成 的 语言 
家 族 称 为 工 系统 . 本 书 不 去 触动 内 容 丰 富 的 工 系统 理论 . 乔 姆 斯 基 (N. Chomsky) 
在 20 世纪 50 年 代 中 期 把 串 行 生成 的 语言 做 了 分 类 . 那 时 的 背景 是 刚刚 出 现 了 计 
算 机 和 写 程序 用 的 语言 ,如 ALGOL 或 FORTRAN, 需要 对 它们 的 复杂 程度 进行 
分 类 . 我 们 不 做 详细 介绍 ， 只 把 乔 姆 斯 基 的 分 类 概括 在 表 7.1 中 . 

d 7.1 第 一 列 “ 类 别 ” 是 复杂 性 的 阶梯 ,“0” 最 简单 ,“3” 最 复杂 . 对 于 单 峰 映 
射 的 符号 动力 学 , 我 们 可 以 说 , 几 是 动力 学 产生 的 符号 字 , 即 满足 允 字 条 件 的 符号 
序列 , 就 都 属于 语言 L. L 可 以 称 为 动力 学 语言 . 20 世纪 90 年 代 以 来 , 对 于 单 峰 
映射 的 动力 学 语言 L 增加 了 不 少 新 认识 . 
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表 7.1 串 行 生成 语言 的 乔 姆 斯 基 分 类 


类 别 名 称 存储 要 求 计算 机 实例 
3 递归 可 数 语言 无 穷 图 灵机 
2 上 下 文 有 关 语言 正比 于 输入 量 线性 有 界 自 动机 费 根 鲍 姆 吸引 子 
1 上 下 文 无 关 语言 堆栈 下 推 自动 机 FORTRAN 语言 
0 正规 语言 无 有 限 状 态 自动 机 周期 符号 轨道 


首先 ， 很 容易 看 出 来 ， 周 期 和 最 终 周 期 的 符号 字 都 属于 最 简单 的 正规 语言 层 
次 . 谢 惠 民 [83 证 明 , 在 这 个 动力 学 语言 中 , 属于 正规 语言 层次 的 只 有 周期 和 最 终 
周期 这 两 种 符号 字 . 这 就 彻底 解决 了 工 中 的 正规 语言 问题 . 下 一 个 目标 自然 是 寻求 
上 下 文 无 关 语 言 的 实例 . 根据 谢 惠 民 的 定理 , 任何 有 限 长 的 周期 序列 只 能 属于 最 简 
单 的 正规 语言 . 周期 趋向 无 穷 长 时 的 极限 序列 , 有 可 能 不 受 定理 限制 , 越 出 正规 语 
言 而 进入 更 复杂 的 语法 层次 .让 我 们 试图 从 这 些 周期 无 穷 长 的 序列 中 寻求 上 下 文 
无 关 或 上 下 文 有 关 的 动力 学 语言 实例 . 

怎样 才能 比较 无 穷 长 周期 的 抒 序 列 的 语法 结构 呢 ? 我 们 建议 利用 上 一 节 里 介 
绍 过 的 斯 捷 凡 矩阵 . 可 以 构造 一 系列 有 限 周期 的 斯 捷 凡 矩阵 , 观察 它们 的 结构 如 何 
变化 到 无 穷 . 以 费 根 鲍 姆 的 倍 周 期 分 命 序列 为 例 ， 逐个 产生 对 应 周期 为 2" 的 斯 捷 
MIERE, 考察 其 结构 变化 . 25 n 增加 时 , 这 些 矩 阵 的 最 左面 会 产生 新 的 小 模块 , 原 
有 模块 的 尺寸 也 会 增加 , 但 总 的 块 状 结构 是 一 致 的 . 图 7.7 是 费 根 鲍 姆 倍 周期 序列 
中 周期 为 256 的 轨道 对 应 的 斯 捷 凡 矩阵 . 人 们 已 经 证 明 , 费 根 鲍 姆 的 极限 序列 越 出 
了 上 下 文 无 关 语言 , 进入 了 上 下 文 有 关 语 言 的 复杂 性 层次 . 


图 7.7 费 根 鲍 姆 倍 周期 序列 中 周期 256 轨道 的 斯 捷 凡 和 矩阵 
点 代表 1, 其 他 元 素 都 是 零 


为 了 系统 地 寻求 比 正规 语言 更 复杂 的 符号 字 ， 本 书 作 者 建议 使 用 一 种 “ 块 归 
并 ”方法 59. 给 定 两 种 初始 模块 ， 即 字母 短 串 bo 和 六， 由 以 下 递归 关系 产生 字母 
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串 的 序列 : 


bən =b2(n-1)b2n-1,; (7.49) 


b2n+1 =b2nb2n-1- 

一 般 说 来 , 序列 中 的 每 一 个 字母 串 刚 产生 出 来 时 并 不 一 定 是 移 位 最 大 字 , 但 总 

可 以 通过 循环 移 位 得 到 移 位 最 大 字 , 并 把 它 取 做 周期 揉 序列 的 基本 单元 . 例如 ,可 
以 按 表 7.2 所 示 的 四 种 方式 定义 初始 短 串 bo M bi: 


表 7.2 ” 单 峰 映射 中 斐 波 那 契 周期 序列 的 初始 模块 
种 类 


bo bi 极限 参量 值 
(a) L RR 1.710398948 
(b) R LR 或 RL 1.714744850 
(c) L RL 或 LR 1.858511400 
(d) R LL 1.988787569 


序列 中 的 符号 字 长 按 斐 波 那 契 数列 增长 . 斐 波 那 契 数 列 由 以 下 递归 关系 定义 : 
上 nm 二 2 = Fn+1 + Fn, 
这 个 二 阶 差分 关系 需要 两 个 初 值 fo = 0 和 F — 1. 最 初 几 个 斐 波 那 契 数 是 
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, - -- 

四 种 斐 波 那 契 序 列 中 周期 为 Fis = 233 的 轨道 对 应 的 斯 捷 凡 矩阵 ， 示 于 图 7.8 中 . 
可 以 看 出 ,这 四 个 矩阵 的 块 状 结构 明显 分 成 两 类 . 矩阵 (a) 的 子 块 数目 是 固定 的 ， 
并 不 因为 周期 增长 而 变 得 更 复杂 . 另外 三 个 矩阵 更 像 前 面 的 费 根 鲍 姆 倍 周期 序列 
中 周期 256 轨道 的 斯 捷 凡 矩阵 (图 7.7), 其 子 块 数目 不 断 增 加 .直观 地 猜想 , 后 三 


图 7.8 ”四 种 斐 波 那 契 周 期 序列 中 周期 为 Fis = 233 的 轨道 的 斯 捷 凡 和 矩阵 
点 代表 1， 其 他 元 素 都 是 零 , (a) 到 (d) 的 定义 见 表 7.2 
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种 序列 的 无 穷 极限 应 当 比 序列 (a) 的 极限 更 复杂 . 谢 惠 民 与 合作 者 证 明 , 这 四 种 序 
列 的 无 穷 极限 都 对 应 上 下 文 有 关 语 法 , 但 同属 上 下 文 有 关 语 言 的 这 四 种 极限 的 复 
杂 度 可 以 进一步 刻画 ，(a) 确实 更 简单 一 些 . 我 们 省 略 有 关 的 数学 分 析 ， 感 兴趣 的 
读者 可 以 参看 谢 惠 民 等 的 原始 论文 , 见 文献 [89] 的 引文 . 

迄今 为 止 , 一 切 在 动力 学 语言 工 中 寻求 上 下 文 无 关 实例 的 努力 都 没有 成 功 , 以 
致谢 惠 民 提出 猜测 : 在 工 中 不 存在 上 下 文 无 关 的 字 . 这 个 猜测 至 今 没 有 被 证 明 , 也 
没有 找到 足以 推翻 它 的 反例 . 

规定 生成 语法 ,并 不 是 定义 语言 的 唯一 方式 . 例如 ， 有 一 类 “可 因 式 化 语言 ”， 
其 定义 很 简单 : 如 果 一 个 字 z e L, 则 z 的 任何 子 字 (因子 ) 直至 单个 字母 , 都 属于 
L. 事实 上 , 动力 学 语言 L 也 是 一 种 可 因 式 化 语言 , 因为 符号 序列 的 每 一 个 小 部 分 
都 是 动力 学 产生 的 , 因而 是 允许 的 . 从 动力 学 到 生物 学 , 我 们 已 经 遇 到 过 多 个 可 因 
式 化 语言 的 实例 , 请 参看 综述 文章 [90]. 
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我 们 在 前 面 几 章 中 研究 的 都 是 非 线性 映射 的 定常 态 行为 ， 即 时 间 趋 向 无 穷 时 
已 经 稳 恒 下 来 的 轨道 性 质 . 为 了 确保 系统 处 于 定常 态 , 通常 的 做 法 是 舍弃 足够 多 的 
迭代 点 ， 以 便 过 渡 过 程 完 全 消逝 . 过 渡 过 程 也 称 为 “ 暂 态 ”或 “ 瞬 态 ” 过程. 然而 ， 
在 非 线性 系统 中 , 特别 是 在 分 岔 点 附近 ,可 能 存在 既 不 “ 暂 ” 也 不 “ 瞬 ” 的 极 长 的 

我 们 在 $2.1 中 已 经 提 到 ,过渡 过 程 是 与 有 限 观察 精度 相 联系 的 物理 概念 . 只 
有 实行 粗 粒 化 描述 ,才能 忽略 过 渡 过 程 与 定常 态 的 微小 差别 ,， 认 为 系统 进入 了 最 
终 的 定常 态 . 怎样 判断 过 渡 过 程 是 否 结束 , 是 实验 工作 包括 数值 试验 中 必须 注意 的 
问题 . 特别 当 参 量 值 接近 分 倪 点 时 ， 过渡 时 间 可 能 趋向 无 穷 长 . 这 是 与 相 变 现象 中 
“临界 慢 化 ”相似 的 行为 , 也 由 普 适 的 临界 慢 化 指数 刻画 . 

研究 过 渡 过 程 还 有 更 深刻 的 意义 . 根据 目前 数学 上 尚未 普遍 证 明 , 但 物理 学 上 
颇 为 合理 的 认识 , 不 稳定 的 周期 轨道 (包括 不 动 点 ) 以 及 它们 的 稳定 流 型 和 不 稳定 
流 型 的 相互 作用 , 对 产生 混沌 运动 起 着 关键 作用 . 粗略 地 说 , 事情 有 两 个 方面 : 一 
方面 ,如果 存在 着 奇怪 吸引 子 , 则 它 包 含 在 不 稳定 流 型 的 “ 闭 包 ”中 . 在 时 间 趋 向 
无 穷 时 , 系统 经 由 过 渡 过 程 而 最 终 进 入 奇怪 吸引 子 . 这 里 的 过 渡 过 程 可 能 很 长 而 且 
已 经 带 有 相当 多 混沌 成 分 . 另 一 方面 ， 如 果 把 时 间 逆 转 ， 则 在 时 间 走 向 负 无 穷 时 ， 
系统 会 趋 近 某 个 平庸 或 奇怪 吸引 子 的 吸引 域 边界 . 吸引 域 本 身 可 能 具有 与 奇怪 吸 
引子 相像 的 分 形 几何 结构 , 成 为 所 谓 奇怪 排斥 子 . 奇怪 排斥 子 包含 在 稳定 流 型 的 闭 
包 里 . 如 果 初 值 选取 在 极为 靠近 奇怪 排斥 子 的 地 方 , 则 正 向 时 间 演 化 的 初期 可 能 经 
历 相 当 长 的 过 程 才能 离开 奇怪 排斥 子 ， 这 时 轨道 也 会 反映 出 由 奇怪 排斥 子 结构 决 
定 的 混沌 行为 . 这 是 另 一 种 过 渡 混 沌 . 趋 近 奇 怪 吸 引子 的 过 渡 混 沌 ， 同 离开 奇怪 排 
斥 子 的 过 渡 混 沌 , 在 实践 中 有 时 很 难 根据 有 限 长 的 观测 数据 加 以 区 分 . 

全 面 探 讨 过 渡 过 程 足 够 写 一 部 专门 著作 . 我 们 在 本 章 中 , 仍然 仅 结合 抛物 线 映 
射 介 绍 几 个 主要 概念 . 


88.1 ” 售 周 期 分 岔 点 附近 的 临界 慢 化 指数 


早 在 进入 混沌 制度 之 前 ,就 可 以 在 每 个 分 岔 点 附近 观察 到 临界 慢 化 现象 . 当 参 
量 / BOR SER jw 时 ,达到 一 定 收敛 精度 所 要 求 的 迭代 次 数 越 来 越 多 .我 们 在 
82.2 中 对 不 动 点 做 线性 稳定 性 分 析 时 ， 曾 经 令 
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Zai =T" +E, (8.1) 
其 中 z* 是 f(?)(z) 的 不 动 点 . 通常 e 按 指数 衰减 ， 
eco, (8.2) 


时 间 常 数 r 描述 衰减 速率 . 在 十 分 靠近 临界 点 jw 时 , r 可 能 趋向 无 穷 长 : 
T |u- u| Î, (8.3) 
A 是 刻画 临界 慢 化 的 普 适 指数 . 对 于 单 峰 映射 , 可 以 很 容易 地 证 明 A = 1/9. 
为 了 简化 证 明 , 让 我 们 考虑 形式 为 
Tn+1 = Hf (En) (8.4) 
的 单 峰 映 射 . 81.3 中 的 抛物 线 映 射 (1.18) 就 具有 这 种 形式 . 为 了 讨论 周期 p 轨道 ， 
我 们 把 p 次 姐 套 的 映射 记 为 
F(p, p, £) = yu? f 9 (z). (8.5) 
倍 周期 分 岔 序列 就 是 p 从 2* 到 2*+1( 这 里 k > 0) 的 分 岔 过 程 . 我 们 考虑 不 动 点 
a= F(9, ty, a). 


假设 u < uk 时 ，zn+l 以 (8.12) 式 的 方式 收敛 到 不 动 点 z*， 由 线性 稳定 性 分 析 知 
道 ， 

Tn+1 二 F" (p; p, x*)en, 
其 中 /很 靠近 jx. 利用 en 的 (8.2) 式 , 由 上 式 立 即 得 到 


T=- (In|F'(p, u, 2*)]) ` 


" -1 

一 一 (rm Dan) . (8.6) 
i-l 

这 里 使 用 了 复合 函数 微分 的 链 式 法 则 , 而 vl 是 周期 p 轨道 中 的 各 个 周期 点 . 由 于 

p. 很 靠近 yx， 我们 可 以 做 展开 


İn p= nipi +p) mli E, 
Hk 
注意 jx 对 应 稳定 性 边界 


|F" (p, ps, z*)| = 1. 
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上 式 取 对 数 , 给 出 p 
pln + 7n |f'(27)| = 0, 
于 是 我 们 从 (8.6) 式 得 到 
paei, (8.7) 
plu 一 nx| 
同 (8.3) 式 比较 , 可 见 
A=1. (8.8) 
这 个 数值 恰巧 与 相 变 现象 临界 动力 学 中 平均 场 理 论 所 给 出 的 慢 化 指数 一 样 . 对 于 
平均 场 理论 的 偏离 , 即 4 不 等 于 1 的 情形 , 应 当 在 倍 周期 分 岔 序列 的 极限 点 Hoo 
为 了 确定 po 附近 的 临界 慢 化 指数 ， 只 须 注意 我 们 在 (8.2) 式 中 所 定义 的 r， 
其 实 就 是 李 雅 普 诺 夫 指数 的 倒数 . 因此 , 在 倍 周 期 分 全 序列 的 极限 点 , 可 以 从 我 们 
在 87.2 中 已 经 引用 过 的 标 度 关系 (7.14) 看 出 来 


A = B = 0.4498 ---, (8.9) 


这 里 8 是 (7.15) 式 定 义 的 指数 . 

我 们 看 到 , 这 里 又 出 现 了 不 连续 性 : 在 有 限 次 的 分 岔 点 疏 处 A = 1, 而 在 usc 
处 A = 0.4408…… 把 这 两 个 数值 联系 起 来 的 办 法 ， 应 与 前 面 87.4 处 理 jw 和 He 
处 的 维 数值 相像 . 


88.2 ”过 渡 过 程 的 功率 谱 


相 变 和 临界 现象 的 经 验 B5] 告诉 我 们 , 非 平 衡 的 动态 过 程 往往 比 定常 态 更 为 丰 
富 , 非 平衡 普 适 类 的 划分 比 平衡 系统 要 细 . 非 线性 系统 在 靠近 分 岔 点 时 ， 其 逐渐 拉 
长 的 过 渡 过 程 在 功率 谱 中 也 有 所 反映 . 这 在 实践 中 宜 特 别 注意 , 以免 把 来 自 过 渡 过 
程 的 细节 , 误 认 为 新 的 定常 态 的 特征 . 我 们 仍 以 一 维 映 射 为 例 , 定性 地 说 明 可 能 出 
现 的 现象 . 

一 般 说 来 , 趋 近 稳 定 不 动 点 的 过 渡 过 程 有 两 种 实现 方式 . 当 映 射 函 数 在 不 动 点 
处 的 斜率 处 在 0 和 1 之 间 时 , 迭代 过 程 从 一 侧 趋 向 不 动 点 (图 8.1(a)). 这 时 功率 谱 
H, 在 最 终 应 当 出 现 尖峰 的 位 置 上 , 会 先 出 现 有 一 定 宽度 的 峰 . 有 外 噪声 存在 时 ， 
过 渡 过 程 造成 的 宽 峰 表现 得 更 为 明显 . 随 着 过 渡 过 程 消失 ,最 后 剩 下 较 罕 的 尖峰 . 
这 种 情形 的 功率 谱 定性 地 示 于 图 8.1(b) 中 . 图 中 数字 1 代表 基 频 ，2 为 倍 频 . 

当 不 动 点 处 映射 函数 的 斜率 介 于 -1 和 0 之 间 时 ,， 和 迭代 过 程 以 左右 交替 的 方 
式 趋向 不 动 点 , 每 跳 两 步 才 回 到 先前 有 过 的 一 个 点 附近 (图 8.2(a)). 这 就 使 功率 谱 
中 增加 了 新 的 分 频 成 分 . 如 图 8.2(b) 所 示 , 在 主 频 的 1/2，3/2 等 处 出 现 有 一 定 宽 
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度 的 峰 , 它们 的 宽度 因 噪声 存在 而 更 明显 . 随 着 过 渡 过 程 消失 , 这 些 分 频 峰 也 逐渐 
减弱 , 最 后 只 剩 下 对 应 基 频 及 其 倍 频 的 尖峰 . 这 种 过 渡 过 程 功率 谱 很 容易 与 倍 周期 
分 岔 后 的 定常 态 功率 谱 混 浠 ,以致 对 是 否 发 生 了 倍 周 期 分 岔 做 出 错误 判断 


(a) (b) 
图 8.1 ”从 一 侧 趋 近 不 动 点 的 过 渡 过 程 
(a) 0 < f' < 1 的 迭代 过 程 示 意 , (b) 其 功率 谱 示意 


图 8.2 ”从 两 侧 趋向 不 动 点 的 过 渡 过 程 
(a) 一 1 < f! < 0 的 迭代 过 程 示意 ;(b) 其 功率 谱 示意 


在 高 维 动力 系统 中 ,过渡 过 程 更 为 丰富 . 根据 不 动 点 处 的 本 征 值 情况 , 可 能 出 
现 各 种 组 合 . 除了 同一 维 映射 相像 的 上 述 两 种 情形 外 , 复 本 征 值 的 出 现 还 会 带 来 新 
的 频率 成 分 ， 导致 在 功率 谱 中 位 置 逐 渐 移 动 的 过 渡 峰 . 在 具有 离散 对 称 的 系统 中 ， 
对 称 条 件 往往 使 得 定常 态 功率 谱 中 只 有 基 频 及 其 奇数 倍 频 存 在 ， 但 在 过 渡 过 程 中 
却 可 能 观察 到 偶数 倍 频 的 峰 . 

关于 过 渡 过 程 功率 谱 的 较为 详细 的 讨论 ， 可 以 参看 文献 [92]. 


$8.3 ”奇怪 排斥 子 和 逃逸 速率 


在 奇怪 或 平庸 吸引 子 的 吸引 域 , 特别 是 吸引 域 边界 上 的 不 稳定 轨道 , 可 能 起 排 
斥 子 的 作用 . 如 果 设 法 使 系统 精确 地 处 在 不 稳定 轨道 上 , 原则 上 它 可 能 永远 不 离开 
轨道 , 但 实践 中 由 于 噪声 或 计算 机 舍 入 误差 的 影响 , 系统 终 将 离开 不 稳定 轨道 , 就 
像 后 者 在 “排斥 ”一 样 . 不 稳定 的 周期 轨道 是 平庸 的 排斥 子 . 还 可 能 存在 具有 康 托 
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尔 集合 结构 的 奇怪 排斥 子 . 

最 简单 的 奇怪 排斥 子 存 在 于 斜率 大 于 2 的 人 字 有 映射 中 , 见 图 8.3. 图 中 画 出 了 
一 个 超出 单位 方 区 的 人 字 映 射 , 并 且 从 映射 函数 与 上 边界 相交 的 两 个 点 出 发 , 借助 
分 角 线 构造 了 我 们 已 经 熟悉 的 逆 轨 道 (参看 图 6.3). 这 个 映射 的 两 个 不 动 点 都 是 不 
稳定 的 . 任何 由 图 中 用 数字 1 标 出 的 线段 出 发 的 轨道 , 第 一 次 迭代 就 跑 到 单位 方 区 
之 外 ,逃逸 掉 了 . 由 用 数字 2 标 出 的 两 个 线段 出 发 的 轨道 ,在 第 二 次 迭代 时 逃逸 . 
如 果 继 续 把 逆 轨 道 构 造 下 去 ， 就 会 得 到 4, 8, 16, … 个 新 的 小 线段 , 其 上 面 的 点 经 
过 有 限 次 迭代 之 后 , 从 区 间 中 逃逸 出 去 . 这 些 逃 逸 区 间 像 是 我 们 在 构造 康 托 尔 集合 
时 售 去 的 线段 中 段 ( 见 87.3), 因此 , 剩 下 的 点 构成 一 种 康 托 尔 集合 . 这 就 是 一 个 奇 
怪 排斥 子 . 


图 8.3 ”斜率 大 于 2 的 人 字 映 身 


设 和 人 字 映射 的 斜率 绝对 值 为 ,很 容易 把 上 述 奇怪 排斥 子 的 分 维 通过 ji 表示 
出 来 . 我 们 运用 自 相 似 结构 分 维 的 求 和 公式 (7.27), BB 


K 

Do . 
$589 — 5 
j=1 


设想 初 值 均匀 分 布 在 单位 线段 中 ， 一 个 点 落 在 小 线段 1 左 侧 或 右 侧 的 概率 ， 比 例 
于 两 侧线 段 的 长 度 es 和 eo. 容易 看 出 

El 三 €2 = w 
把 这 样 的 构造 无 穷 次 重复 下 去 , 就 只 剩 下 我 们 要 的 奇怪 排斥 子 . 因此 ， 由 求 和 公式 
得 到 

Do = Ii! (8.10) 
HRR u=3 时 , 这 就 是 由 三 等 分 单位 线段 得 到 的 经 典 的 康 托 尔 和 集合. 

如 果 在 线段 上 撤 六 个 初 值 点 , 经 过 n 次 迭代 后 还 剩 下 NS 个 点 没有 逃逸 . 一 

RHR, Nn 随 的 增加 而 指数 减少 ， 
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Na = Nerom， (8.11) 


均匀 分 布 在 单位 线段 上 的 点 , 只 要 落 在 上 面 e 和 eo 标志 的 两 侧 , 就 会 在 下 一 
VRE F2K. 因此 , 一 次 迭代 中 的 存活 概率 是 


p--. 


H 
经 过 n KERR RA KEARE 
n 2 à = Nn — ae 一 am 
i B Noe NG 
由 此 算出 逃逸 速率 
Qo — —1n (5) — ny — 1n2. (8.12) 
注意 Iny 是 人 字 映 射 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 和 ( 见 (7.13) 5X). 于 是 用 (8.10) 式 得 到 
a = A(1 — Do). (8.13) 


更 一 般 的 考虑 表明 , 把 上 式 中 的 分 维 Do 换 成 信息 维 Di. 就 得 到 逃逸 速率 、 李 
雅 普 诺 夫 指 数 和 信息 维 之 间 的 普遍 关系 [93 


a = A(1— Di). (8.14) 


如 果 把 图 8.3 中 的 人 字 映 射 换 成 冒 出 单位 方 区 之 外 的 抛物 线 , 上 面 的 发 散 映射 
和 奇怪 排斥 子 图 像 仍 然 成 立 , 只 是 不 能 用 如 此 简单 的 算术 来 计算 逃逸 速率 a. 这 时 
可 以 用 数值 计算 来 求 得 NS. 然后 根据 (8.11) REH o. 

另 一 种 计算 逃逸 速率 的 方法 ， 是 解 皮 隆 - 佛 洛 本 纽 斯 方程 (6.11). 如 果 直 接 使 
HERE (6.12), 则 由 于 存在 逃逸 , 不 论 从 什么 初始 分 布 出 发 ， 都 会 得 到 处 处 为 
零 的 分 布 . 然而 , 我 们 可 以 在 迭代 时 加 一 个 补偿 损失 的 校正 因子 : 


pn(y) = e* aal 
(oy E 


调整 a 的 数值 , 使 p(z) 收敛 到 稳定 的 非 零 分 布 . 这 样 定 出 的 w， 就 是 逃逸 速率 4]. 
奇怪 排斥 子 、 吸 引 域 边 界 和 逃逸 问题 在 高 维系 统 中 才 更 为 丰富 多 彩 , 本 节 只 是 
用 一 维 映射 的 简单 实例 介绍 了 一 些 最 基本 的 概念 和 关系 . 


(8.15) 


88.4 id UE E DE 


现在 回 到 周期 3 窗口 . 我 们 在 $7.6 末尾 提 到 , XX BdndiARJEIEBU. AEE 
着 某 种 混沌 行为 . 除了 在 切 分 岔 处 与 稳定 轨道 同时 诞生 的 不 稳定 周期 3 轨道 的 点 
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以 外 ,其 他 所 有 的 点 都 被 吸引 到 稳定 的 周期 3. 然而 , 如 果 在 吸引 域 边 界 附 近 仔细 
挑选 初 值 ， 也 会 遇 到 相当 长 的 与 真正 的 混沌 行为 极 难 区 分 的 过 渡 行 为 . 图 8.4 给 出 
一 条 包含 过 渡 混沌 的 轨道 实例 ， 


8.4 ”一 条 包含 过 渡 混沌 的 周期 3 轨道 


这 条 轨道 的 参量 取 在 周期 3 窗口 已 经 开始 之 后 的 J = 1.75001 处 ， 初 值 是 
xo = 0.940589. 它 的 前 100 多 次 迭代 看 起 来 还 很 “混沌 ”. 如 果 精 心 挑 选 初 值 来 试 
算 ， 还 可 以 得 到 更 长 的 过 渡 混 沌 轨道 . 此 图 可 以 与 阵 发 混沌 的 轨道 图 4.3 相对 照 
图 4.3 显然 表现 出 比 图 8.4 更 多 的 规整 行为 ， 然 而 那里 的 阵 发 混沌 是 定常 态 行为 ， 
无 论 等 待 多 久 都 会 是 “灌流 ”和 “ 层 流 ” 相 间 , 平均 “ 层 流 ”时 间 相 当 稳 定 . 图 8.4 
所 示 的 是 过 渡 过 程 , 经 过 更 长 的 迭代 以 后 , 它 就 趋 近 简单 的 稳定 周期 3 轨道 . 应 当 
指出 , 过 渡 混 沌 的 长 短 对 初 值 极为 敏感 . 读者 如 果 使 用 与 本 书 作 者 不 同 的 计算 机 和 
程序 ,即使 采用 上 面 给 出 的 参量 和 初 值 ， 也 不 一 定 能 得 到 同样 的 轨道 行为 . 

从 足够 长 的 过 渡 混沌 数据 中 , E ELS SE HH HEC CRT EVE A EOS 
刻画 混沌 吸引 子 的 特征 量 . 如 果 对 过 渡 过 程 没 有 认识 ,就 会 得 出 不 确切 的 结论 . 有 
兴趣 的 读者 可 以 参看 关于 过 渡 混 沌 的 专门 综述 (如 文献 [95]). 


* * * 


我 们 从 简单 的 非 线性 映射 一 一 抛物 线 映 射 开始 的 讨论 ,到 此 告 一 段落 . 应当 
说 , 抛物线 映射 本 身 的 性 质 也 还 没有 被 完全 、 透 彻 地 认识 , 而 这 一 切 只 是 通 向 广阔 
的 非 线性 科学 王国 的 一 扇 门户 . 我 们 愿 与 读者 共勉 ,继续 为 发 展 非 线性 科学 和 开拓 
它 的 应 用 领域 而 努力 耕耘 . 
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